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CÁLCULO DIFERENCIAL 


$ 1. Concepto de derivada 


1. Definición de la derivada. Supongamos que sobre cierto inter- 
valo X está definida la función y —/ (z). Tomemos todo punto 
Yo € X y asignemos al argumento z en el punto xy un incremento 
arbitrario Az tal que el punto zy * Az también pertenezca a X 
La función obtiene el incremento Ay = f (xo -- Az) — f (20). 

Definición. La derivada de una función y — | (x) en el punto zo 
es para Az —» 0 el límite de la razón entre el incremento de la función 
en este punto y el del argumento (a condición de que este límite exista). 

Para designar la derivada de la función y — f(x) en el punto xy 
so utilizan los símbolos y” (20) o /' (20) (se lee: «i griega prima en el 
punto zp» o bien «efe prima en el punto zp»). 

Así pues. por definición, 


1 ()= lim 22 = lím LEctid=10. 

armo BE ano 
Si para cierto valor zo se enmple la condición 

dm TO O 

a +00 (o bien dm o), 
se dice que en el punto zy la función tiene una derivada infinita de 
signo más (o de signo menos). A diferencia de la derivada infinita la 
derivada de la función antes definida se denomina, a veces derivada 
finita. 

Si la función f (z) tiene una derivada finita en cada punto z € X. 
La derivada f' (z) puede considerarse como función de z, también 
definida sobro 

De la defi 


su cálculo. 
O Ejemplo 1. Hállese la derivada de la función f (2) - 2% en 


el punto 2 = 2%. 
Resolución. Asignando al argumento z en el punto zp el incre- 
mento Az, determinemos el incremento correspondiente de la función: 
Ay =f (%o + Az) —Í (do) = (Zo + A2*— x= 
23 + 2267 + (Ax)? — 2 = 22, Ax + (Az). 


¡ón de la derivada se deduce también el método de 
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Escribamos la razón: 
Ay 2rbr+ (Ant 
Ar Az É 
Hállese el límite de esta razón para Az — 0: 


lím 2% = lim Z4stia” 
aro aro 
Por lo tanto, la derivada de la función / (x) =2* en el punto za 
es igual al número 2z,. lo que en las designaciones adoptadas puede 
escribirse así: f' (2) — 220 0 
Ejercicios. Utilizando la definición de la derivada, hallar las 
derivadas de las funciones siguientes en cl punto 2=2%: 
1. /(2)=52%, (Resp. 1070.) 2. [(2)=%. (Resp. 323.) 3. /(2) 
A 1 


=V2. (Resp 4./()= é -4.) 
7) 6. oz (Atesp. -3 


=2%. 


5 


OT. fa)=sen2zx, (Mesp. 20052%p) 8. f(2)=cosF. (Hesp. 
ma) 9. 10-25 . (Resp. em») 10. /()= 
=V1TF3z. (esp. 


2V1F3% 
2. Significado geométrico de la derivada. Supongamos que la 
función f (x) está definida y es continua sobre el intervalo (a, b). 
Sen, luego, que el punto M en la gráfica de la función corresponde 
a cierto valor del argumento z, y el punto P, al valor z, | Az, 
donde Az es el incremento del argumento. Tracemos por los puntos 
M y Pla recta y lamémosla secante. Designemos con q (Az) el ángulo 
entro la secante y el oje Ox (fig. 137). Es evidente que este ángulo 
depende de Az. Llamaremos tangente S a la gráfica de la función 
Í (2) en el punto M la pos 'm límite de la secante MP siempre que 
el punto P se aproxime indefinidamente en la gráfica al punto M 
(o bien, que es lo mismo, para Az —> 0). De la fig. 137 so deduce que 
PN A f(zo+-A)—/ (2) 

a k 


up(4) == 3l= 


Puesto que para Az—>U la secante MP se convierte en tangente, 
entonces 


lím tg p (Az) = tg 60. 
ax-0 
donde q, es el ángulo que la tangente forma con el eje Oz. Por otro 
lado, 


¿migo (am) Jim (ESQ — pap) 
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Por consiguiente, f' (20) tg qo. Ahora bien, la función derivada 
/ (2) en el punto xy es igual al coeficiente angular (pendiente) de la 
tangente a la gráfica de la función f (x) en el punto M (2); f (2). 

O Ejemplo 2. Hállese la pendiente de la tangente a la parábola 
Fay <% en el punto M (1/2; 1) y el ángulo comprendido entre la 
tangente en este punto y el eje Oz. 

Resolución. Puesto que la pendiente de la tangente a la ga 
de la función f (2) = 2? 


El 


ca 
1) es igual al valor de la 


Fig. 137 


derivada de esta función en el punto zy — 1/2. el problema se reduce 
precisamente a la determinación del valor de la derivada en esto 
punto. 

Antes hemos determinado (véase el ejemplo 1) que f' (20) 

(OY loz 20. Sustituyendo 1/2 en vez de zp, obtenemos 
7 (1/2) - Por consiguiente, la pendiente de la tangente 
es igual aL, os 1o bien tg po — 1 (ipo es el ángulo compren- 
dido entre la tangente y el eje Oz), de donde obtenemos el ángulo 


buscado: 44 —arctgl > 2/4. 0 
Si en cierto punto la deriva: 's igual a cero (% 0), la Langente 
a la gráfica de la función en este punto es paralela al eje Oz y en 


cambio, si la derivada se convierte en infinito (k = 00), esto quiere 
decir que la tangente en este punto es paralela al eje Oy. 

O Ejemplo 3. Plantéese la ecuación de la tangente a la parábola 
f(x) -x* en el punto M (172; 4). 

Resolución. Para formar la ecuación buscada de la tangente basta 
escribir la ecuación de la recta (conocida de la geometría analítica) 
que pasa por el punto dado 17 (Zo; Yo) y tiene por coeficiente angu- 
lar k 


Yy—=Y kx — 20) 
y en vez de k sustituir el valor de la función derivada f” (xo). Susti- 
tuyendo en la ecuación las coordenadas del punto M (1/2; 1) y ol 
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valor de la función derivada f' (zo) =f' (1/2) — 1 (véaso el ejem- 
plo 1), obtenemos la ecuación de la tangente buscada 


y=1=1 (2-35) o bien y==+ 


Ejercicio. Escríbase la ecuación de la tangente a la parábola 
$ (2) = 4— 2? en el punto de intersección de la misma con el 
eje Oz para z >0. Constrúyase la parábola y la tangente. (Resp. 
y —4x +48.) 

O Ejemplo 4. Escríbase la ecuación de la tangente trazada del 
punto M (1; —3) a la parábola / (2) =x2*. 

Resolución. La ecuación de la tangente a la curva / (7) =2* 
en el punto (zo; f (20) tiene la forma 


y—Ííz0) ff (0) (E — 2o)- (1) 


Puesto que / (20) 
ta pasa por el pu 


F' (20) - 220 (véase el ejemplo 1) y esta 
o (e y) (15 —3), de (1) rosulta 


3 — xi = 2%o (1 — Zo). 


la ecuación encontramos Zo — —1 nubla 
Si zo - —1, entonces / (20) - 23 =1,/ (20) o -2 y lo 
“cuac ión de la tangente toma la forma A = —2 (2 +1), o sea, 
y 22—1. 

Si zo — 3, entonces / (20) — 9, /' (zo) 6 y la ecuación de la 
tangente es tal: y 

Álora bien, por el punto M (1; —3) se pueden trazar dos tan- 
gentes a la parábola dada. O 

Ejercicio. Escríbanse las ecuaciones de las tangentes a la gráfica 

de la función as =V Y que pasan por el punto (2; 3/2). 

(Mtesp. y=Fx4 Fs y= 241.) 


Nótese que el significado geométrico de la derivada desempoña 
gran papel en la aclaración de muchos conceptos del análisis matemá- 
tico y en la resolución de una serie de problemas geométricos. 

3. Significado físico de la derivada. Supongamos que la función 
y — JU) describe la ley de movimiento de un punto material J/ 
sobre la linea recta, o sea, y = (1) es el camino recorrido por el 
punto a partir del punto de referencia durante el tiempo L. 

Entonces durante el tiempo £ el camino recorrido es y :/ (tw) 
y durante el tiempo t,, el camino es y —/ (ty). En el intervalo de 
tiempo At = ft, — £y el punto AM recorrerá el segmento del camino 


Ay JM) —f (lo) =Í llo + At) —Í (Lo) (fig. 138). La 
so llama velocidad media del movimiento (Vye4) durante el 
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y el límite de la razón El para At-» () determin 
lánea del punto en el instante de tiempo lo (Cynar) 

O Ejemplo 5. Hállese en el instante de tiempo £, las velocidades 
media e instantánea de un punto cuyo movimiento rectilíneo se da 
por la ecuación y = YT (donde y es el camino: £, el tiempo, > 0). 

Resolución. Durante el tiempo (y el punto recorrerá el carino y 


V' Z, y durante el tiempo t,, el camino y - MÍ. En el lapso 


la relocidad instan 


. 138 
Mot — ty elo punto recorrerá el segmento del camino 
Ay VE=Vt Vf + AY to Entonces la velocidad media 
de movimiento del punto en el intervalo de tiempo [t), ty 1 AU 
es igual a 


Cit Y (lo) = 


= lim (Vara 

At=0 At(Vi-FA+ Vi) 

= lím “tdt 

ar=0 (Vi -FS+ V to) 

El concepto de velocidad, tomado de la física, es cómodo al in- 


vestigar el comportamiento de una función arbitraria. Cualquiera 
que sea la dependencia expresada por la función y —=/ (2). la razón 


3 es la velocidad media de variación de y respecto a la variación 
de x e y” (23) es la velocidad instantánea de variación de y para cierto 
=%. 
O Ejemplo 6. Hállese la velocidad de un cuerpo en caída libre 
en el vacío en cierto instante fijo de tiempo ?. 

Resolución. De la física se conoce que la ley de la caída libre 
de un cuerpo en el vacío se define por la fórmula s + £É, donde 


£ €s una magnitud constante. Asignemos a cierto valor de t el incre- 
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mento At; entonces el camino recorrido s obtendrá el incremento 
As=s(1+A1)—s(t)= A E a AR 


La velocidad media de la caída al cuerpo en el intervalo de tiempo 
lt, £ + At] es igual a 


2gtBt + g (At)7 


1 13 
El 3 E(Q1+At) 
y la velocidad de la caída del sueros ¡en ol instante de tiempo £ 


A As 
(9) = lim 57 = lím 7 Lg 14 AD) =gt. 
De aquí so deduce, en particular, que la velocidad de un cuerpo en 
caída libre es proporcional al tiempo de movimiento (de caída). 0 

La importancia de la derivada consiste en que al estudiar todos 
los procesos y fenómenos de la naturaleza con su ayuda se puedo est 
mar la velocidad de variación de las magnitudes vinculadas entre sí. 

4. Derivadas a la derecha y a la izquierda. Por analogía con el 
concepto de límite derecho e izquierdo de la función se introducen los 
vonceptos de las derivadas dorecha e izquierda de las funciones / (2) 
vn el punto 24. 

Definición. Se lama derivada derecha (izquierda) de la función 


1 (4) en el punto za al valor límite derecho (izquierdo) FL (a condición 


de que este valor límite exista). 


Designación: f, (2) = lím 4% (L.()= im 2). 
Pers 

Si la función / (2) tiene en el punto zy una derivada, ella tieno 
«n oste punto las derivadas a la derecha y a la izquierda que coin- 
ciden entre sí. 

Al mismo tiempo existen funciones que tienen en el punto dado £, 
las derivadas derecha e izquierda pero no tienen la derivada en este 
punto. De ejemplo de tal función puede servir la función / (2) 

|x|. Esta función tiene en el punto z — 0 la derivada a la derecha 


igual a /2(0) lim 22 Ay Az) y la deri- 
ax=0+dz 
vada a la izquierda igual a [2 (0) = lím LL —A (pora 2 <0 
ax-o- 47 
Ay — —Ax), pero no tiene en el punto z O una derivada, ya que 
F (0) +£. (0), o sea, los límites laterales son distintos (véase el 
teorema 4.2). Geométricamente esto significa que la gráfica de la 
Tunción f (x) = | x= | en el punto O (0; 0) no tiene una tangente. 


Ejercicio, Mostrar que la función / (2) -3|x| | 1 no tiene 
una derivada en el punto x= 0. 
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PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


Dese la definición de la derivada de la función y — / (x) en el punto xy 

¿Cuál es el significado geométrico de la derivada de la función y. > / (2) 

en el punto, ze? 

.. Dese la definición de la tangente a la -a de la función y =/ (7) en el 
; J (20) y escriba la ecuación de la tangente. 

- ¿Cuál ex el significado físico de la derivada de la función y — / (2) en el 

punto Z, 

5. Dé la definición de la derivada derecha (izquierda) de la función y = 

1 (2) en el punto zo. ¿Qué relación existo entre las derivadas laterales y la 

derivada, de la función en el punto es? Cite un ejemplo de la función en la cual 

existen las derivadas derecha e izquierda en cierto punto, pero no existe la 

derivada en este punto. 


puto 
4 


$ 2. Concepto de derivabilidad de una función 


1. Concepto de derivabilidad de una función en un punto dado. 
Definición. La función f (z) se llama derivable en el punto xy 
si su incremento Ay en este punto se puede representar en la forma 


Ay = A Az + a (Az) Az, (1) 


donde A es cierto número que no depende de Az y a. (Az), la función 
del argumento Az la cual es infinitamente pequeña para Az == 0, 
o sea, lím a (Az) == 


Aclaromos ahora la relación existente entre la derivabilidad en 
un punto y la existencia de la derivada en este mismo punto. 

Teorema 5.1. Para que la función f (x) sea derivable en un punto 
dado xy es necesario y suficiente que ella tenga en este punto una deri- 
vada finita. 

OD Demostración. Necesidad. Supongamos que la función / (2) 
es derivable en el punto dado zp, o sea Ay — A Az + a (Az) Az. 
Entonces, suponiendo que Az + 0 y dividiendo la igualdad por Az, 
resulta 


y =A+a(b2). 


Pasando al límite ca Az 0, tenemos 
Jim ¿2 = lóm (440 (82) =4=/ (29). 
De aquí se desprende que la cdatesiayes ra punto zp existe. 
Suficiencia. Supongamos que existe la derivada /”(2p), O sea, 


existe lím FL =f (29). Sea f (2)=4. Entonces la función 
ls 


a(42)=-2—A es infinitamente pequeña para Az->0 (véaso el 
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teorema 4.5). De la última igualdad tenemos 
Ay=AAz+a (Az) Az, 
donde lím «a (Ax) — 0. Hemos obtenido la representación (1) y de 
Ax-0 


este modo queda demostrado que la función f (z) es derivable en el 
punto zp. M 

Ahora bien, para las funciones de una variable la derivabilidad 
y la existencia de la derivada son conceptos equivalentes. Por eso la 
operación con la cual se halla la derivada se llama derivación. 

O Ejemplo 1. Utilizando la definición, demostrar que la función 
1 (a) = x% es derivable en el punto x= zp. 

Resolución. Escribamos el incremento de la función f (2) — 22 
en el punto z = zy en la forma (1): 


Ay = f' (20) Az + a (Az) Ar — 2xo Az + 
+ a (Ax) AZ (A = f' (20) 


(véase el teorema 5.1). 
Es necesario mostrar que lí 


a (Az) = 0, Para esto escribamos 
el incremento de la función en el punto xy por otro método: 
Ay = f (20 + Az) — f (20) = (20 + Az)? — a 
Dro Az + (Az), 


Igualando los segundos miembros, obtenemos a (Ar) — Az. Pasando 
al límite para Az—> 0, encontramos que lím e (Az) — (0, lo quese quería 
ax-0 


mostrar. O 

Ejerci Utilizaudo la definición, mostrar que la función 
| ¿A a% es derivable en el punto x= 2p. 

2. Relación existente entre los conceptos de derivabilidad y de 
continuidad. 

Teorema 5.2. Si la función y = f (2) es derivable en un punto 
dado y, ella también es continua en este punto. 

O Demostración. Puesto que la función y —f (2) es derivable 
en el punto zp, su incremento en este punto puede ser representado 
por la relación (1). Entonces, pasando al límite para Az—= 0, obte- 
nemos 


lím Ay=4 lím Az+ lím (Ax). lim Az=0, 
armo aro a ax=0 


lo que significa precisamente que la fun 
en el punto z, conforme a la tercera defini 
una función en el punto zo. M 

Observación. La afirmación inversa no es justa. Una función 
Puede ser continua en un punto, pero no tener una derivada en este 
punto. 


y —f (2) es continna 
n de la continuidad de 


224 Capítulo 5. Cálculo diferencial 


O De ejemplo de tal función sirve la función f (2) =| z |. Como 
es sabido, esta función es continua en el punto z 0, pero, según 
se muestra en el subp. 4del $ 1, no tiene una derivada en este punto, 
o sea, no es derivable. ; 

La función [ (2) = Y 7 es continua sobre toda la recta numérica. 
Mostremos que en el punto x = ( esta función no es derivable, En 
ofecto, en el punto = = 0 al incremento del argumento Az le corres- 
ponde el incremento de la func; 04 Az —Y0=V Az. 
Por consiguiente. 


Pasando al límite para Az -> 0, obtenemos 


o tí 
lím <= lím 
ax-0 Az Ax-0 


Esto quiere decir que la función f (2) = Pz en el punto  -Ú0 ne 
tiene una derivada finita, o sea, no es derivable. La gráfica de la 
función f(x) = Yx en el punto O (0, 0) tiene por su tangente el 
eje Oy cuya pendiente k = tg q) no liene un valor finito, o sea, «se 
convierte en infinito. 0 

Si la función f (x) tiene uma derivada en cada punto de cierto 
intervalo en sentido lato (es derivable en cada punto de este inter- 
valo), diremos que la función f (+) Liene una derivada o que os deri- 
vable sobre ol intorvalo indicado. 


PREGUNTAS DE AUTUCONTROL 


1. Dése la definición de la derivabilidad de una función en el punto zp. 

2. ¿Cuál es la relación entre el concepto de derivabilidad de la función en 
un punto y ol de derivada de la función en este punto? Demuéstroso el teorema 
«correspondiente 

3. ¿Cuál es la relación entro el concopto de derivabilidad de la función en 
un punto y el de continuidad de la misma en este punto? Cíteso el ejemplo de una 
función continua en un punto. pero no derivable en este punto, 

4. ¿Puede ser continua en un punto una función que tiene la derivada en 
este mismo punto? 


$ 3. Concepto de diferencial 

1. Definición de la diferencial y su significado geométrico. Supon- 
gamos que la función f (x) es derivable en el punto zp, o sea, el incre- 
mento Ay se puede escribir en la forma de la suma de dos sumandos: 


Ay = A Az + a (42) Az, 
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donde lím a (Az) =0. El primer sumando A Az es para Az>0 
Ax=0 


la infinitésima del mismo orden con Az (muestre esto por sí mismo), 
es lineal respecto a Az. El sumando a (Ax) Az para Ax—> 0 es la 
infínitésima de un orden superior que Az (lim “6342 o). 
aso 
Ahora bien, el primer sumando es la parte principal del incremento 
de la función f (x). 
inición. Se llama diferencial de y! 
la función [(x) en el punto xp a la 
parte principal, lineal respecto a Az, 
del incremento de la función 


dy =A Az. (1) 
Si se tiene en cuenta el teorema 


5.1, es decir, si se toma en considera- 
ción que A =/' (29), la fórmula (1) o] AL 


puedo oscribirso así 4 % RTS 
dy =f (20) Az. (2 
Llamaremos diferencial de la va- ia 


riable independiente + al incremento 
de esta variable: dz — Ax. Finalmente la relación (2) toma la forma 
dy =f' (20) dx. (3) 


Gon ayuda de la igualdad (3) la derivada f' (zp) puede calcularse 
como razón entro la diferencial de la función dy y la dx de la variable 
indepondiente, o sea, 


ru=$Í. 


La diferencial de la función tiene el significado geométrico. 

Supongamos que el punto M7 en la gráfica de la función y = / (2) 
corresponde al valor del argumento xp y el punto P, al valor del 
argumento za | Az; la recta MS es la tangente a la gráfica y — / (2) 
en el punto M y a, el ángulo entro la tangente y el eje Oz. Sea, luego, 
MN |10z, PN || Oy y Q, el punto de intersección de la tangente MS 
con la recta PN (fig. 139). Entonces el incremento de la función Ay 
es igual a la magnitud del segmento NP. Al mismo tiempo del trián- 
gulo rectangular MNQ obtenemos NQ = tg a: Az = f' (29) Ar = dy, 
o sea, la diferencial de la función dy es igual a la magnitud del seg 
mento NQ. De la consideración geométrica se ve que las magnitudes 
de los segmentos NP y NQ son diferentes. 

Ahora bien, la diferencial dy de la función y = f (z) en el punto 
zo es igual al incremento «de la ordenada de la tangente» MS a la 
gráfica de esta función en el punto M (zp; f (20) y el incremento 
de la función Ay es el incremento «de la ordenada de la misma fun- 


15785 
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ción» y ==] (z) en el punto za, incremento correspondiente al del 
argumento igual a Az. 

* 52, Cálculos aproximados con ayuda de la diferencial. De la dofi- 
nición de la diferencial se deduce que ésta depende linealmente de 
Az y es la parte principal del incremento de la función Ay. Al mismo 
tiempo Ay depende de Az de un modo más complicado, Por ejemplo, 
si f(x) = 2%, entonces Ay = (2 + Az)? — 23 = 325 Ar + Bxp > 
x (Az) + (Az), mientras que 


dy =f' (2) Az (xa ti) Azr=3xiAz. 


Además, para calcular la diferencial se puede hacer uso de la igualdad 
dy = /' (29) dz. En muchos problemas el incremento de la función 
en el punto dado se reemplaza, aproximadamente, por la diferencial 
do la función en este punto 


Ay dy. 


2.011 + 
el error 


En particular, si xy = 2, Az =0,1 
+ 3:2-(0,4)2 + (0,13% = 4,201. 2 
absoluto | Ay — dy | == 0,061. 

Ejercicio, Hallar aproximadamente el incremento Ay de la 

función /(2) ==? si 2, =2 y Az=0,01. (Resp. 0,04.) 

O Ejemplo. Mostremos que si el número a. es pequeño, se puede 
utilizar la' fórmula aproximada 


Vifart+%. 


Resolución. Efectivamente, tomemos la función f (2) =V z. 
Entonces, al ser pequeños Az, 


Ay=V 7 FA2—V Zo = dy 
o bien V 7 FA2—V 2. =(V 2) |Az= 


(laz 


de donde, poniendo z=1, Az=a, resulta 
ViFa=14+5- 
En particular, para a = 0,0003 hallamos Y 1,0003 = 1,0015. e 
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Ejercicio. Deducir la fórmula aproximada V 2 Fh=a-+h/(2a). 
Hallar aproximadamente Y 101, V 1,04, VA, 0, /33. 
(Resp. 10,05; 1,02; 6,41; 2,08; 2,01.) 

Ahora examinemos las reglas de derivación y cálculo de las deri- 
vadas de funciones elementales simples. Nótese que al deducir las 
fórmulas y calcular prácticamente las derivadas no suele escribirse 
zp sino simplemente 7, pero en este caso z se considera fijo. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Dése la definición de la diferencial de la función en el punto z,. 
2. ¿Por qué en la definición de la diferencial la expresión AAZ so lama 
arta » Principal, lineal respecto a Az, del incremento de la función / (-)? 
¿Cuál es el significado geométrico de la diferencial? 


$ 4. Reglas de derivación de la suma, diferencia, 
producto y cociente 

Teorema 5.3. Si las funciones u =u (2) y v — v (e) son deri- 
vables en un punto x, la suma, diferencia, producto y cociente de estas 


funciones (el cociente a condición de que v (x) 40) también son deri- 
vables en este punto y tienen lugar las siguientes fórmulas: 


l. (Uv) ute”, 2, (u-0) =u vue” 
3. (E)= “oz. 1) 
El Demostración, Para deducir las fórmulas (1) utilicemos la 


definición de la derivada, la igualdad evidente f (2 -|- Az) — / (2) + 
+ Ay y el teorema 4.3. Analicemos por separado cada caso: 


lu (2-+ Az) + v (2-+A7)] —[u (2) + v()] _. 
A O 


1. (uo) = lám, 


== u (2 Az) —u (2) , v(r4Az)—v (2) 
E CIA 
4 (E EAz) (2) y 5, vfeHAr)—o(2)_ 
AA 
= lím zw lím =u* eS 
a 
1 tí 22-82) o (24 Az) —u (2) 0 (2) 
2. (u-0) e AA 
= lúm (21400 lo (2)4 Ao] —u (2) o (2) 
ao As 
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— lárn LLE) 60) Au (2) ds (2) Av dudo (a) e) 
Ax-0 Ar 
Ñ ñ a 
Jm [o eu (2) a077]=0 lim qe 


" p A ” Au " . , 4 . 
+u lím 22 4 Jím Ac lím 2 0.4 quo 0-4 =4'9 pus, 
Ax-=0 Az Ax-0 aro Ar 


ya que lím Av =0 y los factores u y v son constantes y no depen- 
Aro 

den de Az. 

eu (rt Ar) u (e) —u (a) v(z/-Ar) 


= a Az-v(3 +83) 0(2) 


(u (2) Mud e (0) (2) lo (2) 4-80] 


od Pt) toi 7 A0] 
A Az E 
o av Bo — odo y 
Mr A 
o lim Piu dim e 
Ax+—0 Ar Ax! Ar uv--uy 
Ao Tim, Av >> 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 

1. Denso las reglas do derivación do la suma, diferencia, producto y cociome 
de dos funciones. 

2, ¿Qué so puedo decir si están cu 
sobre las reglas de dor 
que da cumplida la hipótesis de que y 

3. ¿Por qué al demostrar las reglas de di 
lim 49 = 02 
ax>o 


lidas todas las suposiciones dol teoroma 
do la suposición v (2) »% 0, es decir, 
0 


del producto y el cociente 


$ 5. Cálculo de las derivadas de funciones constante, 
potencial, de las funciones trigonométricas 
y de una función logarítmica 
1. Derivada de una función constante. La derivada de la función 
y =1 (2) = C, donde C es un número constante, se expresa por la 
fórmula pa 
y =0, 


O Demostración. Para cualesquiera z y Az tenemos f(x + 
+ Ax)=C y Ay=f(2 + Ax) —f(2) =0. De aquí para cada 
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Ax+0 la razón 20 y, por consiguiente, 


ropas 
Observación. El factor constante puede sacarse fuera del signo 
do la derivada, es decir, (Cu) = Cu'. Efectivamente, si v =C 
(C = const), conforme a la fórmula 2 (véase el teorema 5.3) (Cuy = 
=(CYu + Cul =O0u + Cul = Cu, lo que se necesitaba de- 
mostrar. 
2. Derivada de una función potencial. La derivada de la función 
y 2”, cuyo exponente n es un número positivo entero, se expresa por 
la fórmula 


Y aa, 


O Demostración. Utilizando la fórmula del binomio de Newton 
se puede escribir 


Ay = (2-1 Ax)" —2"= 
[+ nar 1Az A Dn? (42)? + +A] 
nar lAr L0=0 Don-2(A2).4 (Az). 


Ahora bien, para Az % (0 tenemos 
nn 


nan Zar (Jn, 


dz 
Puesto que 


lím Ar=0, lím (Az)2=0, ..., lím (Az) !=0 
As=0 Ax-0 Ax=0 


entonces 


Observación. El caso de la función potencial cuyo exponente es 
todo número real se considerará en el subp. 2 del $ 9. 

3. Derivadas de funciones trigonométricas. 

1) La derivada de la función y — sen x se ezpresa por la fórmula 


y =cosz. 
O Demostración. Tenemos 
Ay = sen (z + Az) — sen x — 2 sen (Az/2) cos (2 +- Az/2). 
Ahora bien, para Az +0 


Ay _ 2 sen (4/2) cos (z-+- Az/2) _ sen (S2/2) 
da Az 2/2 


cos (2 -+ A2/2). 
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Puesto que lim 20D 1 (primer límite notable) y 
Ax-0 22 

lím cos(x + Az/2)=cosx en virtud de la continuidad de la función 
dee 

cos 7, entonces 

in 84 
= lim 2 —cosz. MW 
Ax=0 Ar 


2) La derivada de la función y 


cos c se expresa por la fórmula 


Y ——sen z. 

O Demostración. Tenemos 

Ay = cos (2 + Az) — cos x — —2 sen (Az/2) son (z + Az/2) 
Ahora bien, para Az 0 

Ay... — 2002 (8272) pon (2212) sen (A2/2) 

Az 5 


ra Son (a+ Ax/2). 


Puesto que lím sen (24-22) =sonz en virtud de la continuidad 
ax 
de la función sen x, entonces 


y = lím 2% 


—senz. ME 
ax-0 Az 


3) La derivada de la función y=tgx se expresa por la fórmula 


Vr (dom). 


O Demostración. Puesto que tgz= 


sen z 
ma 5.3 resulta 


vosz > “onforme al teoro- 


y/ —S0m=2)' 0087 — sen z (cos 2)" 


por lo tanto, 
m] 1 
y=Í—.u 


4) La derivada de la función y=ctg x se expresa por la fórmula 


y 


76 na). 
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Ol Demostración. Puesto que ctgz—Z£2 , entonces, análoga- 


senz 
mente a lo precedente, 
(cos z)' sen =—cos z (semzY _ 


y senta 
(—sen z) senz—cosx cos semtz+costr 
= sent EZ seniz il 
por lo tanto, 
a a 
== Y 


4. Derivada de una función logarítmica. La derivada de la 
función y=1l0g,x (0<a=41) se expresa mediante la fórmula 
y=hlg.e=h- 
EJ Demostración. Tenemos 
Ay =1l0g, (2-+ 4) —log , 7 =1084 
Así pues, para Az=0 
Az 


2 ¿to (1425) 4 Etogo (14) 


Et [(1 22). 
Poniendo ¿E =h, tenemos 


Ar 
ERA prat 


(segundo límite notable) y puesto que la función logarítmica es 
onti. , entonces 


AS A ñ ES 
y'= lim ¿7 == 108 Mm (+ =) ] H1og, e 


z24Az 
z 


=10go (14-25 


o bien 


1 
ma: N 


Corolario. Si y=1log.2-—Inz, entonces y =(In2y=2. 


O Ejemplo. Utilizando las reglas y fórmulas de derivación, 
rallar la derivada de la función f (2) =5 + 2% 4 Bai sena 
+ cosa 2tgx—3ectgr | logos + 3 Im. 

Resolución. Tenemos 


Ma) =(5+24322s0nz+cosz +2 tgr—3ctgz+logs743 m2) — 
(5) + (09) +3 (22) + (sen 2) + (cos 2) +2 (182) —3 (0tg 2) + 
+ (logs 2) +3 (In 2) =322+ 62 + cos2—sen 7 + 


2 3 $ 3 
tarta e. e 
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Ejercicios. Hallar las derivadas de las siguientes funciones: 

1. /(2) 453 senz+5etgz. (Resp. 20 —3c0sr— 27.) 
h 

2. f(x) - log, 7 +3 log, z. (Resp. El ) 

3. f(a)—4cos—2tgz+3. (Resp. —4sena— 


+) 
4. /()=5In2—Tcosa+tga+egz. (esp. 5 +75000— 
—4otg2r.) 


zsenz. (Resp. senz-+1co51.) 
2%tgz. (Resp. x (sonZz +1) sect x.) 


2Inz+4 
x2logaz. (Resp. E.) 
1 Res Ax 
Fr (Resp. y 
9 /()=Dh+zagz. (Mesp. 22 ) 
cos z 
1010 > (Rep. Fr) 


tez 1422 cos 7-Ex)—2? son 2r 
10 E e LAA) 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Dedúzcanse las fórmulas para las dorivadas de las funciones constante, 
potencial, trigonométricas y de la función logarítmica. 

2. ¿Por qué al deducir la fórmula de la derivada de una función logarítmi- 
ca los signos de la función y del límite cambiaron de lugas? 


$ 6. Teorema de la derivada de una función inversa 


Sea que la función y = f (z) satisface las hipótesis del teorema 4.15 
de la función inversa y la función x — q (y) es inversa para ella. 
Entonces tiene lugar el siguiente teorema. 

Teorema 5.4. Si la función y = f (x) tiene en el punto z, la derivada 
f (20) 40, la función inversa z = q (y) también tiene en el punto: 
correspondiente yo — f (20) una derivada, con la particularidad de que 


, O 
Po) = iz 


D Demostración. Asignemos al argumento y de la función inversa 
x= q (y) cierto incremento Ay 0 en el punto Yo. La función 
z = q (y) obtendrá cierto incremento Az, con la particularidad de 
que, en virtud de crecimiento (o decrecimiento) de la función in- 
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versa, Az +0. Por consiguiente, se puede escribir 

ER 

Ay By" 

Az 

Pasemos en esta igualdad al límite para Ay 0. Puesto que la 
función inversa z = q (y) es continua en el punto yo (véase el teo- 
rema 4.15), entonces Az— 0 para Ay-—» 0. Pero para Az-—»0 el 
límite del segundo miembro de la igualdad existe y es iguala 1/f' (20). 
Por lo tanto, existe también el límite del primer miembro de la 
igualdad el cual, por definición, esigual 
a q” (yo). De esta manera, resulta 


cu 0) 


El teorema demostrado — tiene una 
interpretación geométrica sencilla. Con- 
sideremos en cierto entorno del punto zo 
la gráfica de la función y — f (2) (o bien 
de la función inversa x= y (y). Supon- 
gamos que en esta gráfica al punto zp 
le corresponde el punto 1% (fig. 140). 
Como es sabido, la derivada f (zp) es Fig. 140 
igual a la tangente del ángulo « de 
inclinación de la recta tangente, que pasa por el punto AM, al 
eje Ox. La derivada de la función inversa q” (yo) es igual a la 
tangente del ángulo f de inclinación de la misma recta tangente 
al eje Oy. Puesto que la suma de los ángulos a y f vale a/2, la 
fórmula (1) expresa el siguiente hecho evidente: 


isa ani pco 1 1 1 
SUB a dra TEN" 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Enúncicse el teorema sobre la derivada de la función inversa. 
2. ¿Qué se puede decir de la derivada de la función inversa si f' (2) = 0? 
ún ejemplo de tal caso. 

.uál es el significado geométrico del teorema sobre la derivada de la 
inversa? 


función 


$ 7. Cálculo de las derivadas de una función 

exponencial y de funciones trigonométricas inversas 
Apoyándonos en el teorema 5.4 demostrado anteriormente, con- 

tinuemos el cálculo de las derivadas de funciones elementales sim- 

ples. 


234 Capitulo 5, Cálculo diferencial 


1. Derivada de una función exponencial. Za derivada de la fun- 
ción y 0% (0<a1) se expresa por la fórmula 


y =ax Ina 


O Demostración. La función exponencial y -«% es inversa 


para la función logarítmica x = log, y. Así pues, 


, $ 
xy) == loga e 


y en virtud del teorema 5.4 sobre la derivada «de la función inversa 


y de la relación conocida de la matemática elemental logs h = 
a . obtenemos 
Tora 
ya-=> 2 ana. E 


(07 Toga e 
Corolario. Si y e%, entonces y (0%) = 0%. 
2. Derivadas de funciones trigonométricas inversas. 
1) La derivada de la función y — aresen x se expresa mediante la 
Jórmula 


Y» (-1<D. 
O Demostración. La función y — arcsenz es inversa para la 

función > sen y. Puesto que z' (y) — cos y, conforme al teorema 5.4 
sobre la derivada de la función inversa. resulta 

+ oo 4 1 

An Ti 
porque cos y 6s positivo sobro 
do en cuenta que sen y 


La raíz se ha tomado con el signo m: 
el intervalo —1/2 < y < 1/2. Ti 
finalmente obtenemos 


y (m)- 


Vioa * 


2) La derivada de la función y — arecos x se expresa por la fórmula 


y (z) 


La demostración es análoga a Ja precedente. 
3) La derivada de la función y = arctg x se expresa por la fórmula 
, 1 
Ym= 7 
O Demostración. La función y=arclgzx es inversa para la 
función x=tg y. Puesto que z'(y) = » Entonces 


cos” y 


y (2) =costy. 
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Pero 7 =14+tg2y=1-+a?, por consiguiente, 


cost 


Y W= im > 
4) La derivada de la función y = arcctg x se expresa por la fórmula 


, 4 
yq 

La demostración os análoga a la precedente. 

O Ejemplo. Utilizando las reglas y fórmulas de derivación, 
hallar la derivada de la función f (x) = 5% + arcsen x + 3 arccos 2+ 
+ arctg x — 3 arcetg z. 

Resolución. Tenemos 

f (2) (5% 4 aresenz +3 arccos z + arctg —3arcctg 7) = 

(5%) + (aresen 2)' + 3 (arccos 2)" + (arctg 2) —3 (arcotg 2)' 
3 

+2 


Ejercicios. Hallar las derivadas de las funciones siguientes: 
1. /(2)=aresenz-+6"+5arecosz, (Resp. 56-77 
=— 


2. /(2)=xarecosz. (Resp. arecos — ¿E >) 


3. (2) =orctgz—arcotgz. (Resp. ¡P¿—-) 


4. (2) =4e" + arctgz -+arcsenz. (Resp. 4e* + ra + 
2 
(Resp. ¡Tr ) 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 
1. Redúzcanse las fórmulas de las derivadas para la función exponencial 


y las funciones — trigonométricas inversas. 
2, ¿Por qué al deducir la fórmula de la dori: para la función exponencial 
la función y = a* es invorsa para la función x = loga y? 


$ 8. Regla de derivación de una función compuesta. 
Diferencial de una función compuesta 


1. Regla de derivación de una función compuesta. 

Teorema 5.5. Si la función x= q (t) tiene una derivada en el 
punto ty y la función y = f (2) tiene una derivada en el punto corres- 
pondiente xp — (to), la función compuesta f | (t)| tiene una derivada 
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en el punto la y es válida la siguiente jórmula: 
y (to) =F (xo) Y (ta). (mn 


O Demostración. Puesto que la función y — / (2) se supone de- 


rivable en el punto 7, el incremento de esta función puede escribirse 
en la forma 


Ay f (29) Ar + a (Ax) Az. (2) 
donde lím a (Ar) 0. Di ndo la igualdad (2) por Af. tenemos 
pa 
A .. Ar, Ar 
RRA (3) 


La igualdad (3) es la para cualesquiera Ax suficientemente 
pequeños. Tomemos Az igual al incremento de la función + — q (0, 
correspondiente al incremento A£ del argumento 2. Hagamos que en 
esta igualdad A tienda a cero. Puesto que, según la hipótesis, la 
Función e — q (£) tiene en el punto la una derivada, ella es continua 
ste punto. Por consiguiente forme a la tercora definición 
de la continuidad de una función, Ar —= 0 cuando At— 0. Pero en 
este caso también a (Ax) tenderá a cero, o sea, resulta 


4 1 da Az 
Lim (a(dm 57) Mm (32) lim 704 (9) = 1) 


De la relación (4) se desprende la existencia del límite de ¿todo el 
segundo miembro de la igualdad (3) para A£—> 0, igual a /' (29) < 
x Q' (tp). Por lo tanto, existe el límite para At => ÓÚÓ también en el 
primer miembro de la igualdad (3), el cual, por definición 
de la derivada, es igual a la derivada de la función compuesta y 
= flo (1)1. De este modo queda demostrada la dorivabilidad de la 
función compuesta y determinada la validez de la fórmula (1). WM 

Observación. En el teorema dado hemos considerado una función 
compuesta donde y depende de £ por medio de la variable interme- 
dia x, Es posible también una dependencia más complicada: con 
dos, tres y más variables independientes, pero la regla de derivación 
queda anterior. 

Así, por ejemplo, si y =f(x), donde x= q (u), u = (0) y 
v = X (8), la derivada y” (£) ha de buscarse con ayuda de la fórmula 


y (lt) =y (2) (uu (0) e (0). (5) 

Consideremos los ejemplos de derivación de las funciones com- 
puestas. 

O Ejemplo 1. Calcular la derivada de la función y = estes, 


Resolución. La función dada puede representarse en la forma 
y = e*, donde u — arctg z. Entonces, de acuerdo con la fórmula (1) 


$ 8. Regla de derivación de una función compuesta 237 


y (x) y (u)ul (x) =e% 
Reemplazando « por arctgx, finalmente obtenemos 


, arctez. 1 
y = or. 
Ejemplo 2. Calcular la derivada de la función y = tg? (2% +1). 
Resolución. La función dada puede representarse en la forma 
y 4%, donde u —tgoyo =2* +4. Utilizando la fórmula (5), 
tenemos 


yl) y (uu (yw (2) = (6Y (1g 0") (2 + 1) =2u soc? v-2x= 
2 Uy (ap 1) soci (e 4). 2e > 4 tg (a + 1) sec? (22 +4). 


Sin duda, no es indispensable hacer las notaciones tan detalladas. 
Por lo general, el resultado ha de escribirso inmediatamento, guar- 
dando sucesivamente en la memoria los argumentos intermedios. 

Así, por ejemplo, el cálculo de la derivada en el último ejomplo 
se puede escribir en la siguiente forma: 


y) 224) + Y 
2 ly (24 1) sec (224 4)-27 4 18 (2% + 1) sec? (1244). 
Ejercicios, Hallar las derivadas de las funciones siguientes: 
3 


(Lx +5) cos (12 + 52 «+ 2).) 


3. /(2)—sentz. (Resp. sen2z.) 
4. /(x) sem z. (Resp. 3sen?zcosx.) 

5. [(x) — cos'z. (Resp. — 100 sen zcos'?x.) 
6. (2) tg (2743). (Resp. en :) 
7. (0) > Insenz, (Resp. ct 2.) 

8. /(2) Intg5z. (Resp 


ao 
9. / (2) otto, (Resp. ox sectz.) 


10. /(2) In (72422). (Mesp. 7) 


1. /(2) =zarclgz— 3 In(1+23). (Resp. arctgx.) 
12. / (2) senta. (Resp. 3x?sen 22.) 
y 


A 5 
3.10 ap (esp. 3 M6 2r-sccUas.) 
14. /(1) =sentz+costz. (Resp. —senáz.) 

cos z 2 cost r 
15. 160) ez ln (105) (Resp. Eos.) 


16. /(4) =2% 2540". (Resp. 3-2% In 24 51*—220-".) 
17. (1) =x%e*, (Resp. xe*(2—2).) 
18. /(2) =(242)0=". (Resp. e" (1—22%—42).) 
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1 


1 
19. J (2) =0008%, (Resp. pS =.) 


ñ 
20. [(2)=e ME, (seep. wr: 
2 a) AO (Resp. 1075 2% ]n 10.(—3sen27 sen 42).) 
22. f(x) —sen (2%). (Resp. 2* (In2) cos 2*.) 

3. (2) =arccos (1—22). (Resp. 


24. f (2) arcsen (e%3). (Htesp. Ti 


»5 5 5 
25. /(x) etein pet, (tes: ERIUTEFN ) 
26. /(x) arcetg? 2. (Resp. AS 
a E dá —sen cos (cos z) 
27. | (x) — tg sen cos z. (esp. TOA .) 
28. f(2)  In*senz. (Resp. 5ctgz+Intsen z.) 
2. Diferencial de una función compuesta. Usted ya sabe que 
ix es una variable independiente, la diferencial de la función deri- 
able y /(z) tieno la siguiente forma 
dy =$" (2) de. (6) 

O Ahora vamos a mostrar que esta forma es universal y válida 
ión en el caso cuando x no es una variable independiente sino la 
función derivable de cierta variable independiente £, o sea, y es una 
función compuesta de £. Efectivamente, sea y =/ (2) y x q (0): 
y = fly (0). Entonces, puesto que el argumento £os variable inde- 
pendiente, para la función compuesta indicada y — / lp (2)] y para 
Ei función 2 — q (0 las diferenciales son representables en la forma 


(6) 


dy = Ilo (91) de, de = y (9 de. (m) 
Conforme a la regla de derivación de una función compuesta 
Ulo MY =F (0-9 (0. (8) 


Sustituyendo (8) en la primera de las fórmulas (7), resulta 
dy =$ (2)- 9” (1) de 
y ya que, según la segunda fórmula (7), y” (£) de = dz, finalmente en- 


contramos 
=f' (7) de 


que coincide con (6), añifacala se quería demostrar. 

De esta manera, hemos obtenido que la fórmula o es justa tam- 
bién para la función compuesta. Esta propiedad de la dif 
de una función compuesta suele llamarse invariancia de su forma. 
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la diferencial de la función compuesta 


O Ejemplo 3. Halla 
y sen zx, donde z 

Resolución. Por la fórmula (6) tenemos 

dy = (sen 2) de — cos z dz 
y ya que z =P, dz = (E) de = 21 de, entonces, sustituyendo en lo 
expresión para dy, finalmente obtenemos 
dy - 2tcosB di. O 

Introduzcamos luego los conceptos de diferencial segunda y de di- 

forenciales sucesivas de la función y = f (z) que ya no poseen la pro- 


piedad de invariancia de la forma. Por eso la propiedad demostrada 
se Dama también invariancia de la forma de la diferencial primera. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


núnciese el teoroma de la derivada de wna función compues 


2=0 


Derivada logarítmica. Derivada de una función 
potencial con todo exponente real. Tabla de las 
derivadas de las funciones elementales simples 


1. Concepto de derivada logarítmica de una función. Calcule- 
mos la derivada de la función y In]x] (2 0). Puesto que 
(Ina) =1y(n (ay = EN — £ (hemos obtenido la última 


igualdad Basándonos en la regla de derivación de una función com- 
puesta), la derivada de la función se expresa por la siguiente fórmu- 
la: 


y (n]ziy=Z2. (1 


n obtenida (1), calculemos la deriva- 
lo | u |, donde u = f (2) es la fun- 


Teniendo en cuenta la fun: 
da de la función compuesta y 
ción derivable, Tenemos 


y =(In Ju |y ==, 


o bien 
(2) 


La derivada del logaritmo de la función (In | / (z) | )' se Mama preci- 
samente derivada logarítmica de la función / (2). Para simplificar la 
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notación en caso de la derivación logarítmica el signo del módulo 
en la función f (2) puede omilirse. 

A título de ejemplo calculemos con ayuda de la derivada logarít- 
mica la derivada de la función potencial-exponenc -u (a, 
donde w y e.son ciertas funciones de x (4 > 0) que tienen en el punto 
dado las derivadas w' (2) y 0” (2). 

Puesto que Iny e(2)Inu(z). por la fórmula (2) obtenemos 


Leo (a) ln u (1 =0' (2) Inu (2) + v (2) AS , 


"Teniendo en cuenta que y — u (2)%, encontramos la siguiento 
fórmula para la dorivada de la función potencial-exponencial: 


yo (ao [e muta +. (o O! ]+ (3) 


ua 


O Ejemplo 1. Calcular la derivada de la función y = 2% 
Resolución. La función dada puede representarse en la forma 
u (a)J06), donde u (2) xy v (2) z. Utilizando la fórmula 
3). obtenemos 


y [nr] nr e. 


Ejercicios. Hallar las derivadas de las funciones siguientes: 
mx sen x nar 
12) =x000x, (Resp. 2 [cos tna-+ 22 z 1.) 
2. (2) =(tg ay 9%. (Resp. (gay (cosa- Intgz+ 7). ) 


3. fla) =(cosaJ"%, (Resp. (cos 2J""* (cos x-ln cos 2— E] 


La derivada de la fun 
puede ser calculada también por otro método. 
función en la forma y =e**9lnu) y calculemos y”: 

y! = [erto) Inu] = ento Mn 46) Jo (2) In u (291 


y [0 (2) Inu (2) +0 (2) As 


1 potencial-exponencial y ==u (2) 
Ropresentemos la 


Sustituyendo y = u (x)"6?, retornamos a la fórmula (3). 

La derivada logarítmica es muy cómoda para determinar la deri- 
vada de una función potencial con todo exponente real. 

2. Derivada de una función potencial con todo exponente real. 
La derivada de la función y = 2% (a es todo número real) se define por 
medio de la fórmula 


Y art. (a 
O Demostración. Puesto que y — 2%. entonces 


Iny -=alnz. 
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Utilizando la fórmula (2), resulta 


De aquí, teniendo en cuenta que y = 2%, obtenemos la fórmula para 
la derivada de la función potencial: 


y =(2%)/=0a0.10-1. WU 

O_ Ejemplo 2. Calcular la derivada de la función f(=)= 
=V I+osz, 

Resolución. Representemos la función dada en la forma f (2) = 

= (1 + cos*z)!/?. Utilizando la fórmula (4), obtenemos 

f (a) == (14 cos" 2)0/2-1.2008 2» (cos 2)" = 
son 2r 
Vitpcostz * o 


Ejerctotos. Hallar las derivadas de las siguientes funciones: 
e a (Rea: a (1—-102),) 
3 10 9 
1a)= di 0 pasa: mi R+%) 
z sp El 
3. e (Resp. + 723 =)-) 


4. 1()=V7Inz, (Resp. mz ) 
H 


= E (1 +0os* 2)71/22 cos 2 (—sen 2) 


5. [(2)=yY Zarcolgz. (esp. 


vz 1 
e Vi+1 - (esp. vam) 
7. /(0)=V 2=sn2z. (Resp. Vaz") 


rea (esp. va) 


1) =4 (2 V T=E +aresen 2). (Resp. Y 1=22,) 
10. (2) =zarclg VIVE, (Resp. acta V ZA.) 
Me 1(0= 252 + In (195). (Resp. LE.) 


12 1-7. (esp. 27 2 7) 
13. f(2)=1n (senz+ VTF=zz). (Resp. vi) 
44. f(x) =aresen Y z. (Resp. 


==) 


16785 
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git 
75) 
16, 2V4F" Vi?Inz 

. 1(3)=3V (+2). (Resp. YE y 


17. / (2) =1n (esenx- VI=23). (Resp. 
(oro) $ ) 
Por lo tanto hemos calculado las derivadas de todas las fun- 
ciones elementales simples y podemos hacer la siguiente tabla. 
3. Tabla de las derivadas de las funciones elementales simples. 
L (Cy =0. 


1 
+5 


18. /(2)= Y arages. (Resp. 


IV. (ay 
V. (sen 2) 
VI. (cos x) 
VI. (91) == 
VIII. (ctgay 


IX. (areson 2)" 


X. (arecos 2) = 


XI. (arca a) = 


1 
TFR + 


. 1 
XI. (arcetg 2)' = ==: 

La tabla indicada junto con las reglas de derivación de la suma, 
diferencia, producto y cociente, así como junto con la regla de deriva- 
ción de una función compuesta constituye la base del cálculo dife- 
rencial. 

De las reglas y fórmulas de derivación se puede sacar una conclu- 
sión importante: la derivada de toda función elemental es también una 
función elemental. Ahora bien, la operación de derivación no hace sa- 
lir de la clase de funciones elementales. 

En el subp. 1 del $3 queda determinado que la diferencial dy 
de la función y = f (z) es siempre igual a la derivada de esta función 
f' (2) multiplicada por la diferencial del argumento dz. Por eso las 
fórmulas citadas para determinar las derivadas pueden transformarse 
fácilmente en fórmulas para determinar las diferenciales de las fun- 
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ciones elementa 


es simpl 


1. d(C)=0-d2=0 (C=cowsU). 7. da = E. 

2. d (2%) =ax%-1.de, 8. d(ctgx)=— 

3. d (loga =)=-_ loga e-dz. 9. d (aresen )= . 
4. d(a)=a*Ina-de. 10. d (arccos 1) =— Via 
5. d (sen x) =cos x dz. 11. dlarciga) =p + 

6. d (cosa) =—senzdz. 12. d(arcetga)= E. 


Las fórmulas para determinar las diferenciales de la suma, dife- 
rencia, producto y cociente de las funciones tienen la forma 


d (u o) =du + do;  d (uo) =u do + v du; 
11 vdu—u do 
(5). 


Limitémonos por la dedueci 
punemos que el lector 
la defin 


1» de la fórmula del producto. (Pro- 
mo deduzca las demás fórmulas.) Según 
nm de la diferencial tenemos 
d (uv) = (uvy de = (uv+uv”) de = vu de + uv dz = edu ndo, 
ya que u'dz <= du y víde = de. 
O Ejemplo 3. Hallar la diferencial de la función y = 2? sen 3z. 
Resolución. Según la fórmula recién demostrada tenemos 
dy = x%4 (sen 3z) + sen 3z d (2) = 2% (sen 31) dz + 
+ sen Da (Y dz — 43 cos 3z de + 
en Ae Ja? de = e (2 cos B3z + sen 32) de. 0 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


¿En qué consiste el procedimiento de la derivación logaritmica? 
2. Dedúzcase la fórmula de la derivada para una función potencial com 
todo exponente real. 

3. ¿Por qué la operación de deriv 
nes elomentales? 

4. Demuéstreso que d (ut 0) 


ción 


hace salir de la clase do funcio- 


du + do. 


$ 10. Derivadas y diferenciales de orden superior 


1. Concepto de derivada de n-ésimo orden. Como ya hemos se- 
ñalado en el $ 1 del capítulo dado, la misma derivada /' (2) de la 
función y = f (2) es cierta función del argumento z. Por consiguien- 
te, respecto a ella se puede otra vez poner la cuestión acerca de la exis- 
tencia de la derivada y su determinación. 


16% 
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Llamaremos f' (<) derivada de primer orden. 
La derivada de la derivada de cierta función se llama derivada de 
segundo orden (o segunda derivada). La derivada de la segunda deriva- 
da se denomina derivada de tercer orden (o tercera derivada), etc. Las 
derivadas, comenzando con la segunda, se llaman derivadas de orden 
superior y se designan y”, y”*, y(9, yO, ..., y0,..., o bien/”(2), 
UD, 10 (0,10, 10m. 
La derivada de n-ésimo orden es derivada de la derivada de orden 
(1 —1) o sea, y = (y0-0) 
Las derivadas de orden superior tienen amplía aplicación en la 
física. Aquí nos limitaremos por la interpretación física de la segun- 
da derivada f” (2). Si la función y = f (2) describe la ley del movi- 
miento de un punto material sobre la línea recta, entonces, como se 
sabe, la primera derivada /” (2) es la velocidad instantánea del punto 
en el instante de tiempo z y la segunda derivada en tal caso es igual 
a la velocidad de variación de la velocidad, o sea, a la aceleración 
del punto en movimiento en el instante z. 
Ejercicios. Hallar las derivadas de segundo orden de las 
siguientes funciones: 1. /(2)=0"". (Mesp. 2e""(222—1).) 


2. /(1)=1g2. (Resp. L9Z.) 3. [(2)=ctg xo (Mesp. 2222.) 


4. (2) =arcsen F. (Resp. a») 5. /(1)=sentz. (Resp. 

2c0s 22.) 6. / (1) =cos* zx. (Resp. —2cos2z.) 7. 1 (1) = y ra pa, 
1 

(esp. arar -) 8. /()=0rtg —. (Resp. a: 

9. 1()=In(22—3). (Resp. e>”:) Hallar las derivadas 

de tercer orden de las siguientes funciones: l. /(2) =arctg 3. 


(Resp. E 2. f(a)=xe*. (Resp. e(31).) 
3. [(a)=0*cosz. (Resp. —2e* (cos x + sen 2).) 4. f (2) =x2sen z. 
Resp. (6—13cosx—Grsenz.) 5. f(a)=292%. > (Resp. 

X(23 1092497210224 187 10246).) 6. /(2)=2I0z. (Resp. 
—1/2?,) 
2. n-ésimas derivadas de algunas funciones. 
1) Calculemos la n-ésima derivada de la función potencial y = 
= £% (2 >0) (a cualquier número real). Derivando sucesivamente, 
tenemos *) 


=ax%-1, yV=0 (0 —1)x2-2, 
y =a(a— 1) (0—2)2%-3, ..., y= 
=0 (0-1) (02)... la—(n—4)] 200", 


1) Al deducir estrictamente las fórmulas de las n-ésimas derivadas conviene 
aplicar el método de inducción matemática. 
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En el caso particular, si a = m, donde m es un número natural, 
resulta 
(27) =m (m—1)(m—2)... [m—(m—1)l-1=m!, 
(E)U=0 para n>m. 

No es difícil notar que, conociendo la forma general de la n-ósima 
derivada, se puede escribir inmediatamente la derivada de todo or- 
den sin calcular en este caso las derivadas precedentes. 

Por ejemplo, (2% =3.2.1 =6, (0 3. 
(Jo 0. 

2) Calculemos la n-ésima derivada de la función exponencial 
y = a“ (0<a 41). Derivando sucesivamente, tenemos 

y=« Ina, y9=a* (Ina), 

* (Ina), ..., y =a* (Ina)". 

En particular, si y =e*, para todo número r 

(AM=e*. 

3) Calculemos la n-ésima derivada de la función y = sen x. Deri- 

vando sucesivamente, tenemos 


= bz y 


yo 


A 
ezo (e 


(-+2)=sen (| 


y9=—cosa=sen (2435), 0... 


Ahora bien, la derivada de todo orden de sen x puede ser calculada 
mediante Ja fórmula 


(sen 2J0 = sen (= kn 


a 


Por ejemplo, (sen 2)” = sen (2 +10 mn (24 a1)=—senz. 


4) Análogamente se obtiene la fórmula de la n-ésima derivada de la 
función y = cos 


x 
(cos 2) =cos (<+nF). 


Ejercicios. Hallar las deriva 
siguientes funcione 


1. /(2)=1n x. (esp. A) 
2. /(2)=sen3z. (Resp. 3"-sen (32+nF).) 


ex/2, (Resp. e/2 (1,27%) 
25. (Resp. 2% (31m 2)".) 


las de n-ésimo orden de las 
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La función que tiene la n-ésima derivada en un punto z se llama 
n veces derivable en este punto. La función que tiene en el punto z 
derivadas de todo orden se dice infinitamente derivable en este pun- 
to. 

3. Fórmula de Leibniz para la n-ésima derivada del producto de 
dos funciones. Sea y = uv, donde u y v ciertas funciones de la varia- 
ble x que tienen derivadas de todo orden. Entonces 


y =uv+u”, 

oque que ue 04 2uto ue", 

uu + 2u o! + 2ue” uo” 007 = 
=0"v4+3uv' +3u'v" + un”. 

Por lo tanto, vemos que los segundos miembros de los desarrollos 
se parecen a los desarrollos de distintas potencias del binomio 
(a + b)" según la fórmula del binomio de Newton, pero en vez de los 
exponentes están los números que determinan el orden de las deriva- 
das y las mismas derivadas u y v pueden considerarse como «deriva- 
das de orden nulo» u(% y 110. Teniendo esto en cuenta, escribamos, 


por analogía, la forma general de la 1-ésima derivada del producto 
de dos funciones 


LD a. 


y = (ue) UM nue 


n(m—1) 


lu 


ED 000 > uo, (1) 


y 


La fórmula (1) se Mama fórmula ce Leibniz "). Vamos a demostrar 
esta fórmula mediante el método de inducción matemática. 
O Para n =1 la fórmula 


iene el aspecto (uv) =u'v + uv, 
lo que coincide con la fórmula de derivación del producto de dos fun- 
ciones. Para n = 2 y n — 3 ella también está comprobada. Por esta 
razón, suponiendo la validez de la fórmula (1) para cierto número », 
demostrar su validez para n + 1. Con este fin derivemos esta fórmu- 
la, es decir, determinemos y“*Y = (y09)': 


y eD =utDy pue + jue” q uta Dy"] Y 


A A 


ED pt 9 


A ON 


. * Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), filósofo y matemático ale- 
mán. 
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iendo paréntesis y reduciendo los términos semejantes, obte- 


E 
A E E AE 
+[ y H ]x 
URI (a AU pu, 
Pero la expresión puesta en los corchotes podemos representar en la 
forma 


CAS IN 
DT $ 
MMM) (02. -l0 42) (o 44) (o — 0 (DM 8) 000 
(Din — 4-1) (1 —k) (1 —k—2) 
nr O (A (2) 
ROD (M=K=2) .. 1 
*, 2 ni ” ( A )= 
TN DIAM A REL 7 
mi n+1 (CS 
"EDI RARE RAM 
ME DA (A (2.004 
HO EDOA (AD —k=2) >. 1 


m1). (0—440 
E a 


(a Y) (n— 1) (n—-2) ... (n—k4-2) 
> Ke al 
Entonces 
go tr 4 ur A 


AER nr 


CEN 
ds A 


. 
ta de la función 


cu uo 
O Ejemplo 1. Calenlar la derivada q 


y=xe". E 
Resolución. Suponiendo u==* y + encontramos u = 5%, 
u =207%, y” = 60z?, uY — 1207, 4 = E 


A O 
Sustituyendo los valures hallados de las deri 
(1), obtenemos 


y? — 1200" + 5-12020* + Es 6070" + 


das en la fórmula 


3 201%" 
=e* (120 + 600z + 6007? -+- 20073 + 252* + 1%). 


HE eye 
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Ejemplo 2. Calcular la n-ésima (n> 2) derivada de la función 


= 2 cos £. 


Resolución. Suponiendo «cos z y 0 encontramos 
Us cos (an), 0 o? ===. ..,,=0, 


Sustituyendo los valores hallados de las derivadas en la fórmula 
(1), obtenemos 
os (un) 224 2n cos L+m— 103) 2+ 
mn ) eos [2 Ha—2 5). . 


Existe una otra, más breve, deducción de la fórmula de Leib- 


ya 


niz. 
O Escribámosla en la forma 
(uy P= Y Chut Pp, (2) 
E 2 E Ca IPP CET da a) o = 
donde Ch = A r=pr A YO =u, 
110 =p, O! = 1, Ch son loscoeficientes binomiales. Al igual que an- 


tes, hagamos uso del método de inducción. Para 2 — 1 la fórmula ya 
fue comprobada. Suponiendo su validez para cierto número n, va- 
mos a demostrar la validez de la misma para n + 1. Tenemos 


(uo Y Chuy 


10 


= Y Chun Y) CIA, 


1) 1) 
Reemplacemos en la segunda suma k por k — 1. Resulta 
» +1 
Y Cuna Y Cati, 
50 = 
Entonces 
(uo 0D — dy Y Chulo 


+A At e 
a 
— nd CACA tt y yn 
uno Y (CAF CAT) 4 


ns 
2, Chun g0, 
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ya que Ch=Chti=1 y Ci+Ch'=Chis para 1<k<n. 
La fórmula de Leibniz queda demostrada. 
O Ejemplo 3. Calcular y(1% de la función y = 1? e*%, 
Resolución. Empleando la fórmula de Leibniz (2), obtenemos 


(20800 — ¿2 (oO 
+Cho (2%) (e Cho (A. (a e 
Pero puesto que (2237 =0 para n>3, (0%)% =.e*3*, entonces 
(2709) 00 — ¿rgor3to 4 40-20330 4> 
+ 4520938 — 3%" (3224 2074-30). O 

Es cómodo aplicar la fórmula de Leibniz cuando uno de Jos facto- 
res es polinomio de grado n. En este caso todos los términos de la fór- 
mula de Leibniz, comenzando con n + 2, se anulan. 

4. Diferenciales de orden superior. Consideremos ahora las dife- 
renciales de orden superior. Para comodidad, junto con las designa- 
ciones de las diferenciales por Jos símbolos dy y dz ntilizaremos tam- 
bión las designaciones 6y y x. 

Supongamos que la función / (x) es derivable en cada punto x 
de cierto intervalo, entonces la di ial de la misma 

dy =f (2) de. 

la cual llamaremos diferencial de primer orde 
variables: del argumento z y de su diferencial dz. Supongamos que 
la función f” (2) es. a su vez, derivable en cierto punto z. Considera- 
remos dz en la expresión para dy como factor constante, Entonces la 
función dy es una función sólo del argumento z y la diferencial de la 
misma en el punto z tiene la forma (al nsiderar la diferencial de 
dy utilizaremos las designaciones par: diferenciales) 


6 (dy) =5 1f' (2) del —1f (<) dzl'Sx — f” (2) dzbz. 
La diferencia 6 (dy) de la diferencial dy en cierto punto x, tomada 


para 6x = dx, se llama diferencial de segundo orden (segunda diferen- 
cial) de la función f (z) en el punto 7 y se designa dy, o sea, 

Ey = f" (2) (12% 

A su vez, la diferencial 5 (d%y) de la diferenical dy, tomada para 
ó$x = dz, se denomina diferencial de tercer orden (tercera diferencial) 
de la función f (2) y se ma diy, ete. La diferencial 8 (d“-Dy) 
de la diferencial d”-ly, tomada para $2 = dz, se llama diferencial de 
n-ésimo orden (o n-ésima diferencial) de la función f (x) y se designa 
qe 


en, os la función de dos 


a 


O Mostremos que para la n-ésima diferencial de una función es 
válida la fórmula 


dy — y0 (day, n=4, (2) 
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Para su demostración hagamos uso del método de inducción. Si 
n=1 y n =2, ella queda demostrada. Supongamos que esta fór- 
mula es justa también para las diferenciales de orden n — 4: 


y YO (da 

y la función y =P es, u su vez, derivable en cierto punto z. Entonces 
dy = 5(d-ty) = Sy 0-0 (d2)""*]= 
= (y 0-0 (de oz — yorbz (dr)""* 


suponiendo 67 = dz, obtenemos 


dy 5d yoo y (da. 


De la fórmula (2) se desprende que para todo número de 1 os vá- 
lida la igualdad 


po Eo yr E, 


o sea, la n-ósima derivada de la función y — / (2) en cierto punto z 
es igual a la razón entre la n-ésima diferencial de esta función en el 
punto x y la diferencial del argumento de grado n. 

Q Ejemplo 4. Calcular la diferencial d%y de la función y 


. Diferenciando s 


icesivamente, obtenemos 


dy - y dz (ha? — bz) de, 
dy = d (dy) = d (4% — 6x) del = (42? — 6) del de 
(122% — 65) (dz). 
dy =d (dy) - d [(122 — 6) (da) 
= [(127? — 6) (d2)*1! de = 242 (dz). e 

Nótese que si z no es una derivable independiente sino la función de 
cualquier variable £, la fórmula (2) no es justa (para n >1 no posee 
la propiedad de invariancia de la forma de diferenciales). En parti- 
cular, para n —2, d'y=d (y' de) — dy - dz +y'-d (d2) = y" (da? + 
+ y diz o bien diy = y” (da)? + y diz. 

Vemos que la forma de la diferencial segunda se ha cambiado, ha 
aparecido el sumando y'diz. Si x es una variable independiente, este 
sumando es igual a cero, ya que en esle caso dz es una magnitud cons- 
tante y, por consiguiente, diz = d (dz) = U. dz =0. 

Ejercicios. Hallar las diferenciales de orden superior de las 

siguientes funciones: 4. f(x)=47"; hallar d?y. (Resp. 

47210 4(2721n4—1)(d2)2) 2. /(2)=semtz; hallar dy. 

(Resp. —4sen 2z (d7).) 
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PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


£, ¿Bor qué la derivada /* (+) puede considerarse como función dol argu- 
mento 2; 

2. Dese la definición de la derivada segunda de le función y =f (1). 

3. Cíteso el ejemplo de una función cual existe /' (2), pero no existe 
(m. 
: dá ¿esla derivada /” (=) una función continua en un punto x si en este punto 
existe f* (2) 

5. Dese la definición de la n-ésima derivada de la función y =f (2), 

6. Se sabe que la n-ésima derivada de la función y = f (2) existe on el pun- 
to =. ¿Qué se puede decir de la existencia de derivadas de orden menor en este 
punto y en su entorno? 

7. Dedúscase la fórmula de Leibniz 

8: Dése la definición de la n-ésima diferencial de la función y = f (2). 


$ 11. Representación paramétrica de una función 
y su derivación 


1. Representación paramétrica de una función. Sean dadas dos 
funciones 


=4(0, y=4 (0 (1) 


de una variable independiente £, definidas y continuas en un mismo 
intervalo. Si x += q (£) es estrictamente monótona, entonces la fun- 
ción inversa 1 - 4) (2) es unívoca, también continua y estrictamente 
monótona. Por eso y puede considerarse como función dependiente 
de la variable z mediante la variable £ Mamada parámetro: 


y = 410 (2)). 


En este caso se dice que la función y = f(x) está prefijada para- 
métricamente con ayuda de las ecuaciones (1). Notemos que la fun- 
ción y [Q(2)] es continua en victud del teorema de la continuidad 
de una función compuesta. 

O Ejemplo 1. Sea z - R cost, y =R sen 1(0U< t<a). 

Fuesto que la función z = A cos t decrece para UZ 1< a, las 
ecuaciones dadas definen paramétricamente la función y dex. Sit 
se expresa por z de la primera ecuación y se sustituye en la segun- 
da, se obtiene la función buscada de la variable z en la forma 
explícita. 

Más fácilmente se ale: 


ay 


De aquí y FEE o bien y Puesto que la 
función y = R sen £ no es negativa para U< 1< 1, elegimos el sig- 
no más delante del radical: y Y RE—=2%. Tomando 1< (< 2a, 


obtenemos y =— VR 3 
Así pues, vemos que cuando £ varía de 0 a 2, las fórmulas x = 


252 Capítulo 5. Cáleulo diferencial 


= Reos t e y - Rosen t definen dos 
cuyas gráficas forman una circunferenci 
Ejemplo 2. Sea 7 —a cos t, y —bs 
No es difícil comprender que 


unciones de la variable zx 
completa. 
n t(0< (< %a) 
igualdades dadas son ciones 
paramétricas de la elipse si recordamos que la elipse se obtiene de la 
ecuación de la circunferencia de radio a contrayéndola a/b veces a lo 
largo del eje Oy. Del ejemplo 1 se deduce que las igualdades x =a x 
xcos Ley -a sent, US (<a son ecuaciones paramótricas de la cir- 
cunferencia 2% y2= a?. De aquí está claro que las ecuaciones para- 
métricas de la elipse se obtienen de las ecuaciones paramétricas de 
la circunferencia, mul ando la ordenada y por b/a y tienen la 
formaz — acost,y + bsent. Existe una resolución todavía más sen- 
cilla, Exclnyendo de estas ecuaciones el parámetro £ (resolviéndolas 
respecto a cos / y sen £, elevando al cnadrado las ignaldades obteni- 
das y sumándolas), obtenemos 
(+) 

que es la ecuación de la elipse. 0 

La representación paramé 
sobre todo g 
1o se mueve sabre un plano, adas z, y son funciones de 
tiempo £. Asignando estas funciones z —- q (0), y =p (t), determina- 
remos por completo el movimiento del punta cada lapso do tiem- 
po en el cual la función q (1) es estrictamento monótona se puede, pro- 
cediendo como antes, definir la funció w 10 (2)] cuya gráfica es 
la curva descrita dul tiempo por el punto en mo- 
vimiento. ebúlti rito el movi 
miento del punto sobre la elipse. 

2. Derivación de la función prefijada paramétricamente. Suponga- 
mos ahora que las funciones z == q (1) e y ap (t) tienen derivadas, 
con la particularidad de que q” (1) 0 sobre cierto intervalo. De la 
última desigualdad se desprende (como veremos en adelante) la 
monotonía estricta de la función z — «p (t) (véase el teorema 5.12) y, 
por consiguiente, la univocidad de la función inversa £ = W (2). 
Conforme al teorema 5.4 de la derivada de una función inversa la fun- 
ción 4 (2) tiene la derivada 


w (2) = 


Cd 
Lt, 


Lo bien 


o, 
e 
y conforme al teorema 5.5 de la derivada de una función compuesta 
la función y =p [0 (2)] tiene la derivada 
Ya =p (0 (2)) O (2). 
Por lo tanto, 
AO) 
== 


o bien, más brevemente, yz 
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Así pues, hemos demostrado que la derivada de una función repro- 
sentada paramétricamente se expresa por la fórmula 


Y= A (2 
dj 


O Ejemplo 3. Hallar y siz= Rcos t, y = Rsent(0< 1<m). 
Resolución. Según la fórmula (2) obtenemos 
ya = SL <—otgt (140; 2). 
Ejemplo 4. Hallar yisiz — M4 4 y =é—2P. 
Resolución. Mediante la fórmula (2) obtenemos 
— 20 20080 140 y 
Ma AE A 
Supongamos que existen las segundas derivadas de la función 
* (0) y y” (£) en cierto punto £. Entonces se puede calcular la segun- 
e aderáda dla tonclón representada paramétricamente. Notemos 


0) 
que la función yz — E10 


, a su vez, está representada por las ecuacio- 
nes paramétricas 
O . 
=p nu, 200). 
Por eso según la fórmula (2) tenemos 
roy OF OY 
0) M0) [MON po 
0) O) so 
¡XMO) MU) 
90F 
Aquí hemos utilizado la regla de derivaci 
Así pues, queda obtenido que 
OO 
se tor 


Yer = (YD) 


del cociente. 


o bien, más brevemente, 


4% 


Vxx= > 16) 


Análogamente se puede obtener la derivada de y respecto az 
de todo orden. 
O Ejemplo 5. Hallar yz. si z=cost, y=sent (0<t<a). 
Resolución. y; =cost. y¡——sent; 1, =—sent, 3, —-—C08 £. 
Sustituyendo en la fórmula (3), resulta 


(—sen t) (—sen 1) —(—cos £) (cos t)_ _ sen? t+cos*1 1 
(sen 7 E TA 


Yes = 
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Ejercicios. Para las siguientes funciones, dadas paramétrica- 
mente, hallar a e Yer 


1.2=0, y = Ft. (Resp. 22.) 
2 1=e%, y=e%, (Resp. a") 
3. r=a(t—sent),  y=a(1—cost). (Resp. elg 


1 
aaa * ) 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. ¿Qué es la representación 
¿A qué condiciones es vi 
función profijada paramétricamente? 


ramétrica de una función? 
la fórmula (2) para la derivada de vna 
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Teorema 5.6. (teorema de Fermat) ). Supongamos que la función 
1 (2) está definida sobre un intervalo (a, b) y en cierto punto xy de este 
intervalo tiene el valor máximo o mínimo. Entonces si en el punto 10 
existe una derivada, ella es igual a cero, o sea, f' (29) = 0. 

O Demostración. Supongamos, para precisar, que la función 
1 (2) tiene en el punto za el valor múximo. o sea, / (2) < / (29) para 
todo punto z E (a, b). Esto quiere decir que Ay = f (2) + Ad) — 
— / (20) < 0 para todo punto zp + Az € (a, b). Por eso si Az > 


>0 (1 >), entonces 22<0, y, por consiguiente, 


. im 4% 
1, (29) = ím, <0, 

en cambio, si Az<0 (2< zp), entonces ¿>0, por eso 
" (5) = lim 42 
(2) = im_2>0, 


o sea, la derivada a la derecha en el punto 7, es no positiva y la deri- 
vada a la izquierda es no negativa. Según la hipótesis /” (2p) existe y, 
por lo tanto, f (2p) = f; (<p) =1" (20). Esto es posible sólo en el 
caso cuando £ (29) =/2 (20) Pero entonces también /” (24) = 


Análogamento se considera el caso cuando en el punto za la fun- 
ción f (z) tiene el valor mínimo. WM 


1) Pierre de Fermat (1601 — 1665), matemático francés, 
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El significado geométrico del teorema de Fermat consiste en el 
hecho de que si en el punto za la función derivable / (x) tiene el valor 
máximo (mínimo), en el punto (Zo; / (2o)) la tangente a la gráfica de 
la función f (z) es paralela al eje Ox (fig. 141). 

Observación. El teorema no es justo si la función f (x) se consi- 
dera sobre un segmento la, b]. Así, por ejemplo, la función / (2) = 
= z sobre el segmento (0, 1] en el punto z = 0 toma el valor mínimo 


y 
H 
| i 
! 1 
t h 1 
1 ] 1 
Edi Í 
E 
od a Xy 0 A 
Fig. 141 Fig. 142 


y en el punto z — 1, el valor máximo; sin embargo, tanto en un pun- 
lo somo en el otro la derivada no se anula y es igual a la unidad (fig. 

). 

Teorema 5.7 (teorema de Rolle) *). Supongamos que sobre un seg- 
mento la, b] está definida la función f (2), con la particularidad de que: 
1) / (2) es continua sobre la, bl; 2) f (2) es derivable sobre (a, b); 3) 
/ (a) = 1 (b). Entonces existe un punto c € (a, b) en el cual f' (c) = 0. 

O Demostración. Puesto que la función f (x) es continua sobre 
la, b], según el segundo teorema de Weierstrass ella tiene sobre este 
segmento el valor máximo M y el valor mínimo m, o sea, e: 
les puntos z,, z, € la, b] en los cuales f (21) = m y f (2) = 
cumplen las desigualdades 


m<j(0<S M. 


Son posibles dos casos: 1) M = m<M. 
En el primer caso f(x) — const = M = m. Por eso la derivada 
f' (2) es igual a cero en todo punto del segmento la, b] y el teorema 
queda demostrado. 
En el segundo caso, puesto que f (a) = f (b), al menos uno de dos 
lores m o M no se toma en los extremos del segmento [a, b], o sea, 
e un punto c € (a, b) en el cual la función / (<) toma el valor 
máximo (mínimo) sobre el intervalo (a, b). En esto caso, ya que 
Í (x) es derivable en el punto e, del teorema de Fermat se deduce que 


(0) 0. Wu 
>) 
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Geométricamente el teorema de Rolle significa que en el gráfico 
de una función, continua sobre un segmento (a, b] y derivable dentro 
de él, la que tome en los extremos de este segmento valores iguales 


1] 
1 
1] 

a 


Fig. 143 Fig. 144 


existe un punto (c; f (c)) en el cual la tangente es paralela al eje Oz 
. 143). En el punto e de la fig. 143 la función f (x) toma el valor 
máximo. 


O Ejemplo 1. Averiguar si satisface ono las condiciones del 
teorema de Rolle la función f (1) = 1 — en el segmento [—1,11. 

Resolución. La función f (2) — 1 —v 27 es contínua sobre toda 
la recta numérica, por consiguiente, también sobre el segmento 


y 


Fig. 145 Fig. 146 


[—4, 1) (fig. 144). En los extremos de este segmento los valores de 
la función coinciden: f (—1) = f (1) = 0. Sin embargo, la derivada 


Fa) =- 50 el punto x — Ono existe. Pero puesto que este 
Va 


punto es un punto interior del segmento ¡—1, 1], la condición de exis- 
tencia de una derivada finita sobre el intervalo (—1, 1), condición 
requerida en el teorema de Rolle, no se cumple. Por eso el teorema de 
Rolle es inaplicable a la función dada sobre el segmento [—1, 11. 
En electo f' (x) 20 en el segmento [—1, 11. 0 
Ejercicio. En las figs. 142, 145 y 146 se muestran, respectiva 
mente, las gráficas de las siguientes funciones: 4) / (2) = 2, 
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xEl0, 11; 2) f (2), igual arxsi0<z<l, e igual a O si z - 

3)/() =|71. zEl-1. 41l. ¿Satisfacen o no las hipótes 

del teorema de Rolle las funciones dadas? Si no satisfacen, indi- 

que para cada función dos hipótesis que secumplen y la tercera 
que no se cumple (explíquese, por qué). 

Teorema 5.8 (Teorema de Lagrange) '). Supongamos que en un 
segmento la, b] está definida la función f (x) con la particularidad de 
que: 1)/ (2) es continua en la, bl; 
3) / (2) es derivable en (a, b). Enton- 
ces existe un punto c € la, b) tal que 
sea válida la fórmula 


£ (0) la) 


v 


f (0). 


O Demostración. Introduzcamos 
para la consideración sobre la, bl; 
ima función auxiliar 


Pl) 1) =1a) 10 (2 a). 
us función F (z) satisface todas tres hipótesis del Leorema de 
Role: 
1) F(2) es continua sobre [a, b] (como diferencia de dos tun 
ciones — continuas f(x) y de la función lineal /(a)- 
10 ls —alj; 
2) F(z) es derivable sobre (a, b), o sea dentro de fa, b] tiene 
una derivada igual a FP" (2) =/ (2 100, 

3) F(a) =0 y F(b)=0, o sea, F (a)=F (b). 

Por consiguiente, según el teorema de Rolle, existe un punto 
cEla, b) tal que F'(c) 0, o sea, /.(0)—LO=10 
resulta /*() < LQ0_ q 

Aclaremos el significado goométrico del teorema de Lagrange 
(fig. 147). El valor de mm 10) «s el coeficiente angular (pendiente) 
de la secante que pasa por los puntos M, (a; f (a)) y Ma (b; f (0)) de 
la gráfica de la funció Í (2) y f' (c) es el coeficiente angular do 
la tangente a la gráfic Í (z) en el punto (e; f (c)). Del teorema de 

'e un punto c tal que la tangente a la 


a en el punto (c; f (c)) sea paralela a la secante 41,M,. Tales 
puntos pueden ser también varios. pero 21 menos uno siempro existe. 


0. De aquí 


*) Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), matemát ico francés. 
1785 
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Obseryación 1. La igualdad 
I0M—j(la)=fF()(b—a) a<c<b m 


se Mama fórmula de Lagrange o fórmula del incremento finito. 
Observación 2. Puesto que el punto c está entre los puntos a y 
h. se puede escribir 
ce a+0(b—a), U<0<!. 


Aquí 0 (b — a) es una parte de la longitud del segmento la, bl. Y 
niendo esto en cuenta, la fórmula de Lagrange puede escribirse así: 

F(0) —f (a) - f (a +0 (b— a) (b— a). USO! 

Observación 3. Si se pone a =x,b =z-+ Az, resulta 

Fer A)—J() f (2 + 047) Az.0<0<!. 

al notación de la fórmula de Lagrange es frecuentemente ¡más vó 
moda que la notación (1). 

El teorema de Lagrange es la baso para demostrar muchas 
mulas y teoremas del análi 

O Ejemplo 2. Comprobar que la función / (2) + 2x2 —x* sutis- 
faco las hipótesis del teorema de Lagrange sobre el segmento (1, 3] 
y hallar el punto c que se encuentra en la fórmula de Lagrange 

Resolución. La función f (x) = 22 — a” satisface las hipótesis 
del teorema de Lagrange, ya que es continua sobre el segmento [1, 3) 
y tiene la derivada finita /* (-) - 2 — 2z en cada punto interior del 
segmento, o sea, es derivable sobre (1.3). Conforme al teorema de 
Lagrange entre dos puntos y — 1 y x¿ 3 existe el punto z =c 
que satisface lo igualdad 


1) —=1 (6) =1 (0) (2, — 29)- 
Sustituyendo el valor z, = 1 y 2¿ = 3, obtenemos 
+ (3) — (2-3 —3%) — (2-1 —42) 4 
(o) LM 33 JE 
» 


31 3-t 2 
o bien 1 —c = — 1, de donde encontramos c 2. 0 
Teorema 5.9 (teorema de Cauchy). Supongamos que las funciones 
1 (2) y £ (2) son continuas sobre la, bl y derivables sobre (a, b). Sea, ade- 
más, g' (2) 0. Entonces existe un punto c € (a, b) tal que sea válida 
la fórmula 


10)—Ha)_ 1) 19 
¿Oo Pi" 0 
O Demostración. Mostremos primero que g (b) e g (a), o sea, 
que la fórmula (2) tiene sentido. Efectivamente, si se admite que 
g (0) = g (a), entonces, conforme al teorema de Rolle, para la función 
£ (2) habrá un punto E E (a, B) en el cual g” (E) = 0. Bero esto contra- 
dico la hipótesis de que 4” (2) 2 Osobre (a, 5). Pasemos a la demostra- 
ción de la fórmula (2). 
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Consideremos sobre la, b] una función auxiliar 


10-10) 


PJ (0-10— EE e (ak (0). 


No es difícil notar que F' (z) sobre la, b] satisfaco las hipótesis del 
teorema de Rolle. En efecto, F (2) es continua sobre (a, 5], derivable 
sobre (a, b) y, además, la sustitución do z =— a y x= b da P (a) 

= 0 y F (b) — 0, osea, F (a) = F (b). Conforme al teorema de Ro- 
le para F (x) existe un punto e, a <c< b, tal que PF” (c) = 0. 


10) 2] 
£(0)=g (a) 


Puesto que FF” (2) = /' (2) — 


g' (2), entonces 


Po =1 0) EQZIO y (o) == 0. 


De donde, teniendo en cuenta que g' (c) 20, obtenemos la fórmula 
0). m 
a fórmula (2) se Hama /órmula de Cauchy o fórmula generalizada 
del incremento finito. 

Observación. El teoroma de Lagrange es el caso particular del 
de Cauchy si se pone g (x) -- z. 

O Ejemplo 3. Comprobar que las funciones f (2) — 22 — 2x + 

Ed yg (2) = a — 77 + 207 — 5 satisfacen las hipótesis del teo- 

rema de Cauchy sobre el segmento 11, 4) y hallar el punto e que hay 
en la fórmula de Cau 


HMo=e2—2l 43 y g(2) 
»—? cen las hipótesis del teorema do 
Cauchy, ya que son continuas sobre el segmento 11, 4), sus derivadas 
f(x) = 2-2 y g' (2) — 32? — 14zx + 20 existen en todos los 
puntos del intervalo (1, 4), o sea, son derivables sobre este intervalo 
y, además, £ (2) 20 sobre 11, 41. Conforme al teorema de Cauchy, 


ontre dos puntos 2, 1 y 4 existe el punto x —c que satisfa- 
ce la igualdad 


LEY. Lo 
arder) gl)” 


Sustiltuyendo los valores x, 4 y x¿ = 4, obtenemos 


A 
273 


Resolviendo la ecuación, encontramos cy = 2 y c¿ — 4. Puesto que 
el punto x — e debe satisfacor las desigualdades Y < ce < 4, el pun- 
lo buscado es 0 —2 0 
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PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


ds ose el teorema de Fer 
métrico? 
2. ¿Es ciorto el teorema si f (2) — f (z9) para algunos y 
. Cíteso el ejemplo de una función que tome el valor mín 
y no lenga derivada en osto punto. ¿Qué so deduco de esto? 
4. Enúncieso el teoroma de Rollo y aclare su significado geométrico. 
. ¿Quedará válido el teorema de Rolle si se omite una de sus tres hipó- 
Cáleso ojemplos respectivos. 
. Enúncieso el teorema de Lagrango y expliquese su significado geomé- 


hy 


agrango es el caso 


núnei ¿En qué consist 


u significado yeo- 


de > Ea, 0)? 


o en mm punto 


- Emúncieso el teorema de Ca 
8: Muéstreso que el teorema de 
do Cauchy. 


dol teorema 


$ 13. Evaluación de las indeterminaciones. 
Regla de L'Hospital 


Hetornomos a la cuestión de vv 
que se examinaba en ol cap, 4. Aqu 
todo sencillo y muy eficaz de oval 
regla de 1'MHospilal. 


1. Evaluación de la indeterminación de la forma. El siguiento 


erminaciones 
nOs CON 1N Mé- 
nes, Hamado 


aluación de las 
nos familiar 
las indetermina 


teorema ofrece la regla de evaluación de a indeterminación da 
Teorema 5.10 (teorema de L'Hospital) '), Supongamos que las 

funciones F(z) y g(x) están definidas y derivables en cierto entorno 
del punto a, a excepción. quizás, del mismo punto a. Sea, luego, 
lím / (2) =lim g(2)=03) y g' (2) 40 en el entorno indicado del 
punto a. Entonces, si existe el límite de la razón de las derivadas 
” MO) a £ z 15, ad a fm 
a (finito o infinito), existe también el límite Ma. =w* 
con la particularidad de que es válida la fórmula 

tm 2) ttm 4 

o > 


O Demostración. Sea f£,] una sucesión arbitraria de los va- 
lores del argumento la cual converge hacia el punto a, con la parti- 
cularidad de que z, a. Precisemos por completo las funciones 
4 (2) y y (2) on el punto a, suponiéndolas iguales a coro, o sea, f (a) = 

=g (a) — 0. Entonces, evidentemento, las funciones / (2) y g (2) 
son continuas sobre (a, z, |, derivables sobre (a, x,,) y. según la hipi 
tesis, y (2) 40. 


1) G.F. L'Hospital (1661 — 1704), matemático francés. 
2) El teorema queda válido también en el caso cuando +47 y ya. 
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Por lo tanto, para f (2) y g (2) están cumplidas todas las suposicio- 
nes del teorema de Cauchy sobre [a, x,], o sea, dentro de la, x,] 
existe un punto E, tal que 

Len) —1 
£ (En) 


Según hemos precisado, / (a) =g(a) =0, por lo tanto, 


= ES. Ela, aa). 


L(zn) En) 
Len LEN. EnEla, 25). 1) 


Sea ahora en la fórmula (1) n-—o00. Entonces, evidentemente, 


En —a para n-00 (fig 148). Puesto que lím a existe, el 


Fig. 148 


segundo miembro de la fórmula (1) tiene para n-»=0w el límite 


igual a lim LE. Por consiguiente, para noo existe también 
el límite del primer miembro de la fórmula (1), con la: particu- 


laridad de que 


120) tim LA 
My > 


Puesto que (2, ) es una sucesión arbitraria de los valores del ar- 
gumento, la cual converge hacia a, de aquí sacamos la conclusión de 
que 

adi 06) 
a o 
El teorema demostrado suele lamarso regla de 1'Hospital. 


O Ejemplo 1. Hallar lim E—Lallz 


ei "e 


Resolución. Las funciones f(2) <= —1+Inz y g(0) 
= o" — e están definidas en el entorno del punto z —1. Luego, 
lím f(x) — lím  g(2) —0, o sea, tenemos una indeterminación 
xt 21 


de la forma $. El límite de la razón de sus derivadas ex 


lim LD. — lim 2EEUZ 


3 
a E) e 
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con la particularidad de que g” (z) — e* 40. Por consiguiente, estas 
Tunciones satisfacen las hipótesis del teorema de L' ospttal según 


el cual lím a también existe y es igual a lím L 
a] (2) xt 


lim (ELE EA 


sr (F=e" xi 


Observación 1. Por lo general, al calcular los límitos con ayuda 
de la regla de L'Hos 
necesarias y la verificación del cumplimiento de las hipótesis se hace 
en el curso de cálculos. Si en este caso resulta que la razón de las de- 

1 


rivadas LO vuelvo a ropresentar una indeterminación y /' (2) y gl (2) 


satisfacen los mismos requisitos que las funciones / (2) y £ (2), 
la regla de L'lHospital se emplea repetidamente. 


—sen 


e Ejemplo 2. Hallar lím E 
pe) 


as a pis 0 
Resolución. Tenemos una indeterminación de la forma > 


Empleando la regla de L'Hospital, obtenemos 


ESODE pjs 008% pp SMA pj 0 
=> E tz Cas E v 


xo x-0 


lim 
eo 


Kn este ejemplo la regla de L'Hospital se ha empleado dos vecos. 0 


Ejercicios. Hallar: 


2. lim E=!. (Resp. Y) (esp. +.) 
E ln dra: (esp. 2) 5. lím fet-+e)cos 
(esp. 5) 6. lim E (esp. 1 


Observación 2. El teorema queda justo también en el caso cuando 
1>00, 2 -+00 y > —co. Por ejemplo, en efecto, supongamos, 


que lím —/() =lím g() 0 y lím existe (finito o infi- 


ON 
go) 
nito). Hagamos la Sustitución n= e “entonces t—=>0 para x— 00 
y 


Fo) ¿(10 —>0, g(2) = g (111) —U para 1 =>0, 
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Aplicando a las funciones f(1/t) y g (171) el teorema 5.10 y la regla 
de derivación de una función compuesta, obtenemos 


12) LÍO tá L VO 1/8) — pág LO Pm 
Ma a a a ÓN > 
O Ejemplo 3. Hallar lím se—ntas 
E+w E 


si 
Resolución. Tenemos la indeterminación de la forma + ya 


«ue lía A ,Int=0 y lím arcigz=-2. Aplicando la 
aro 7 
regla de dd. resulta 


E 
arg 
A A 
a] 

a 1 

a A 


| Ejercicios. Hallar: 


¿valuación de la indeterminación de la forma 2. Para esta 


indeterminación es válida la afirmación análoga al teorema 5.10, a 
en el enunciado del teorema sustituir la exigencia de lím f (2)- 


= lim ga) 0 por la hipótesis de lim /(2) lim E (a) 
eo, el téorema queda válido. de 
O Ejemplo 4. Hallar lím E. 


Resolució: 


Tenemos la indeterminación de la forma 2. Aplí- 
cando la regla de L'Hospital » veces, resulta 


im 2. 
o 

5 nu 06401 = lim 2L, 
e ho Eto 


Aquí ya no hay ninguna indeterminación. Por esta razón 


en E 
lim 
+ 


eo 
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Ejercicios. Hallar: £. lím VE. (Resp. 0) 2. lim 12 
. xp. 

. e ” ñ — 4 

(Besp. 0) 3. Jim E (Resp. +00.) 4. lím a 


Ed 
te 


(Resp. 0) 5. 1 


im Mn (za) 

7. lim mee * 
Otras formas de las indeterminaciones y su evaluación. Como 
bo, las indeterminaciones de la forma 1-00 y co — oo pueden redu- 


aa esp. 1) 6. tim E 


(Resp. 1.) 


sos 


A o 
virse a las de la forma 


¿Y 2 y luego evaluarse con ayuda de la regla 


de L'Hospital. 
O Ejemplo 5. Hallar lím 7 luz. 


Tenemos una indeterminación de la forma 0-00 
Ine 
Mz 


Resolución 


Pero In. y hemos obtenido la indeterminación de la 


forma 2. Empleando la regla de L*Hospital, resulta 


(nz) tz 


lim rluz lim Gpo lim > — limo 0 
Ejemplo 6. Hallar lím (sec 2—tg 2). 
xma/2 
Resolución. Tenemos una indeterminación de la forma co —00. 
1 sen 1—senz 


Pero soc a—tgz = hemos obtenido para 


cosz Coss cos 


la misma hipótesis de >x/2 la indeterminación de la form: 


Aplicando la regla de L'Hospital, resulta 


lím (sec x—tgx) = 0. 
en/a 
Ejercicios. Hallar: 4. lím  (arcsen z-ctg 2). (Resp. 
nto 
2. lím xe"". (Resp. 0.) 3. lím (1—2)tg 
pen 


4d (Lp lz)> (Hosp. 4.) 5. li 


(esp. +. 6. lím ( a 2). (Resp. 0.) 


Por último, consideremos las indeterminaciones de la forma W. 
4%, 00% Tales indeterminaciones tienen lugar al examinar las lun- 
ciones y = f ($69 si para z—> a la función / (2) tiende, respectiva- 
mente, a 0, Í y 00, mientras que g (2) tiende, respectivamente a 0, 
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y 0. Estas indeterminaciones con ayuda de Ja identidad 
HAS — e 


ducen a la indeterminación de la forma 0.00 la cual ya ha sido 
zada. 

e Ejemplo 7. Hallar lím 2%. 

0 

Resolución. Tenemcs una indeterminación de la forma 0%. Pero 
q" ex Inx y en el exponente hemos obtenido la indoterminación 
de la forma 0-co que ya ha sido considerada (véase el ejemplo 5). 
Por consiguiente, 


lím 2%= lím ex tx. pe-os ot 
xs 
Ejemplo 8. Hallar lím (1-22 %-1-x, 
«0 


Resolución. Tenemos una indeterminación de la forma 1%. 
Pero. (1422-12) ela (exe 1=x) y en el exponente hemos 
obtenido la indeterminación de la forma-7. Empleando la fór- 
mula de L'Hospital, obtenemos 


+m Ju (122) 2lita) y 2 

a + > 20 lim 77 
4 e 
E parer 


Por lo tanto, 
1 


lim (195 


Eiemplo 9, Hallar lím (tga)ot0s, 
xa/2 
Resolución. Tenemos “una indeterminac 
Pero 


M de la forma 00”. 


P00% picos lmtrx — g1/00x y en el exponente hemos obte- 


(lg) 
nido la indeterminación de la forma =. Aplicando Ja regla de 
L'Mospital, encontramos 


secztgz 
jo Pig secta 


2 lím 
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Por lo tanto, 


Im Zeosx Inter 


lim (ga it— 
ea 


e 


Ejercici 


. Hallar: E. lím (sen z)". (Hesp. 1.) 2. lim (gay 
x-0 ea 


(Hesp. 1.) lím (14 zx)". (Resp. 1.) 
x>0 


Kecomendamos para adqui los hábitos de evaluación de una 
indeterminación con ayuda de la regla de L'Hospital utilizar Lam- 
bién los ejemplos dados en el cap. 4. 

En conclusión examinemos un ejemplo c 
pital es inaplicable. 

O Ejemplo 10. Hallar lim 222 


ndo la regla de L'Hos- 


Resolución. Tenemos una indeterm: 


ración de la forma = 


Sin embargo, aquí la regla de L'Hospital no se puede aplicar, es de- 
cir, el límite de la razón de las deri 


no ex 


¡ón dada dividamos el uume- 
rador y el denomi 


ador por x, obtenemos 


risene 


lim 2 lim 14 
lim 2 140 1.0 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


1. Demuéstrese el teorema de L'Hospital paro los cusos cuando a 
ye. 


2. Enúl 


ciose la regla de L'Hospital para la indeterminaci 


á 160 
deduce de aquí que lim <q) 


«ue representa la indeterminación de la forma + 6 también mo existe? 
4. ¿Por qué en el teorema de L'Hospital no se que las derivadas 
1 (0) y El (2) existan obligatoriamente en el mismo punto a? 


elit P 
3. Supongamos que lím (¿y no existe, 
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$ 14. Fórmula de Taylor 


Analicemos una de las fórmulas principales del análisis matema- 
tico la cual tiene numerosas aplicaciones tanto en el mismo análisis 
como en las disciplinas contiguas, 
Fórmula de or. 
Tora 5.11. (teorema de Taylor) *). Supongamos que la función 
Ha) tiene en el punto a y en cierto entorno suyo derivadas de orden 
a + 1%), Sea x todo valor del argumento del entorno indicado, x + a. 


Hntonces entre los puntos a y z habrá un punto E tal que sea válida la 
siguiente fórmula: 
1) Ha) 5 a+ LL a+... 
+ ER may 0) 


O) Demostración. Designemos con q (z, a) el polinomio respec 
to a 2: de orden » en el segundo miembro de la fórmula (1), es decir, 
pongamos 


Lo Lio 


ar 


ela a) a+ (a) + PO ay 


(So lama polinomio de Taylor de orden n para la función f (2).) 
Luego, desígnomos con Ay +, (2) la diferencia 
Rust) 1) — q (a, a). 
El teurema quedará demostrado si determinemos que 


o 
Run ta E ay, AE Sa 


Fijomos todo valor de « del 
ponemos «> 
mento «<< [e y com 
auxiliar 


cado. Para precisar, su 
mos con £ la variable que varía sobro el sog- 
«deremos sobre el segmento la, 1 14 función 


pt 
A A 0) 

La función F (t) satisface sobre la, x] todas las hipótes 
rema de Rolle: 1) de la fórmula (2) y de las condiciones impuestas u 
la función / (x) se deduce que £ (1) es continua y derivable sobre 
la, q. ya que f (1) y sus derivadas hasta el orden 1 son continuas y de: 
rivables sobre la, zx); 


1) Brook Taylor (1685 — 1731), matemátic 
2) Be aquí se desprende que la misma función / (+) y 
orden a son continuas y derivables en este entorno. 


ss derivadas hasta el 
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2) suponiendo en (2) Ea, tenemos 
Ela) $60) —q (ra) Ba lo) 
Bra lo — Mr a) 
Suponiendo en (2) £ resulta 
MES 
11 


(LA ap 


HPA) =] (1) — (a) 
Ema 
e) 
Por lo tanta, la condición de £ (a) > (2) queda cumplida 
En virtud del toarema de Rolle dentro del segmento la. e] existe 
mn punto E tal que 


A o 


OS (57) 
laleulemos la derivada 4 (0). Derivando la igualdad (2) respecto a 
1, Tenemos 


rm ros LL 


=D 


a 1 


genio, o E 
O AE a 


1 el segundo miembro 


No es dificil notar que todos los Lérm 
eliminan recíproca. 


de la igualdad. a excepción de dos últim 
mente, De esta manera, 


nes (1 Hs 
E EA He pda Dm (4) 


Suponiendo en (4) LE y utilizando la igualdad (3), obtenemos 
a) O o ED ly, 


e ayoT 
De donde 


jo 
Ma 
La fórmula (1) se llama fórmula de Taylor y la expresión para 
lex 41 (2), término residual en la fórmula de Lagrange. Éste puede ser 
escrito en otra forma. Puesto que el punto E € (a. x), habrá también 
tal número O del intervalo (0<0<1quez a+ 0(2—a) y el 
término residual toma la form 
1000) ja 0(2— 0) 
An 
0<0<1. 
Esta fórma del término residual es la más usada en las aplicaciones 


Ta)". 


Mr) = at. 
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2. Otra notación de la fórmula de Taylor y del término residual. 
La fórmula de Taylor (1) se escribe frecuentemente de otra manera. 


Pongamos on (1) a — xq 7 —a — Az,z > xo + Ar. Entonces oble- 
nemos 


[+ a) 1) = LG 124 


GH por al (Bay + Ñ TA 
0<0<1. (5) 


(Aru, 


Para n U de (5) se obtiene la fórmula de Lagrange 
F (xo + Ac) — f (20) — f (zo + 042) Az. 
Mostremos que si la fu $00 (£) está acotada en el entorno 


ci 
del punto a, el término residual , y, (7) es infinitésimo de un ordea 
superior que (2 — a)" cuando 7 a: 


lim Hina 2) lim LEPE ji LODO y, 


A a A TS 


ya que la función [0*D (E) está acotada y (xa) 0 cuando 
1» a. Así. pues, 


Rnsr (2) =ol(2—a)"] pura 2 a. (6) 


La fórmula (6) se llama término residual en la forma de Peano ?). 


. Fórmula de Maclaurin. Suele llamarse fórmula de Maclaurin *) 
a de Taylor (1) guano a +; de 
(0) 


Ho 104 o A Rs (2). 
El término residual se escribe: 
4) en la forma de Lagrange Rs (1) — 


0: 
0 


10910) 


101 (0x) o cti 
Ss 
2) en la forma de Peano Hz (2) 0 (2). 

4. Desarrollo de algunas funciones elementales según la fórmula 
Maclaurin. 


DÍ()=e. Puesto que 


di 


S 


F)=f tz) 
110) =1" (0) =f"(0)= 


100 (2) 
= $00 (0) 


1) Giuseppe Peano (1858 — 1932), matemático italiano, 
» Maclaurin (1698 — 1746), matemático escocés. 
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la fórmula de Maclaurin se escribe así: 


AA 0). 7 


ú 
2) /(2) —senz. Puesto que 


10 (2) =sen (an) A 


0 paran par 
1090) => sin (m7) = mt 
(4) Y para n impar, 
la fórmula de Maclaurin se escribe así: 
A E E eE . 
e A A o). (8) 


3) / (2) cos z. Puesto que 
$0 (2) =c08 (rn), 


( o para n impar, 
(—1)"2 para n par, 
la fórmula de Maclaurin se escribe así: 


J09:(0) + cos (n -+) 


Ed 2 54 Y M4. 
O 


En la fórmula (8) hemos escrito el término residual en la forma 
a (a2") y no en la forma o (2%=). ya que el Lérmino que va en pos del 
último es igual a cero (lo mismo se refiere a la fórmula (9). 
) f(x) (1 x)%, donde a es un número real, Puesto que 
$0 (2) =a(a—4) -.. (a—n+ (1427, 
00) =a(a—4) -. (a—n+ 1, 
la fórmula de Maclaurin tiene el aspecto 


Agata 2D 


cosa t— 


y LA E 


al 


donde el término residual en la forma de Lagrange es igual a 


Ranta= Sy. em (1407040 gres, 
0<0<1. 


el caso particular, cuando 4 — n es un número natural, ¡“+0 (2) 
= 0, por lo tanto, R,;, (2) = O y hemos obtenido Ja conocida fór- 
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mula del binomio de Newton 
2 ” 
(eat 


Si es necesario oblener el des 
sacar a" fuera del paréntesis y hacer uso de la fórmula (10). En este: 


caso obtenemos 
(a+ aj “(1 La 


A 


Por lo tanto. el caso general de binomio de Newton es un caso parti- 
cular do la fórmula de Maclanrin. 

Los desarrollos anteriormente citados muestran que con ayuda de: 
la fórmula de Maclaurin las funciones pueden reemplazarse, con cier- 
to grado de precisión, por los polinomios que son las funciones ele- 
mentales más simples. Con los polinomios es cómodo cumplir las 
operaciones aritméticas, derivarlos; el polinomio es continuo en todo: 
punto, ele. Las fórmulas de Taylor y de Maclaurio permiten sustituir 
aproximadamente por los polinomios también funciones más com- 
plicadas, Además, estas Fórmulas tienen un amplio círculo de aplica- 
ciones. Nos limitaremos a considerar dos de ellas. 

5. Utilización de la fórmula de Maclaurin para calcular los lí- 
mites. La fórmula de Taylor es um medio eficaz pura calentar los 
límites de las funciones los cuales se necesita examinar con Frecuen 
cia al investigar las funcio 

Examinemos los ejemplos. 

O le Hallar lím ELE... su 


FEA (10) 


a (8) tomada paro 


n= 2 tenemos 


(28) 


lim — 
x-0 


2. Mallar lím 


las fórmulas (7) —(9) 


obtenemos 
dee » os 
lim cos tia ESPA 
so seas o PEF) 
ze Ed 1 1. .(% 4 1 z 
A aa EA A 


Ao (E $ qa 10 12 * 
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memos 


6. Cálculo del número e. En el subp. 2 del $3, cap. 3 hemos in- 
troducido el número e como límite de la sucesión (1 | 1/n)") y he- 
mos obtenido para o una estimación muy aproximada de la forma 
20 3 

Mostremos cómo el número e se calcula con toda precisión nece- 
saria. Para esto escribamos la fórmula (7) con el tórmino residual en 
la forma de Lagrange 


eux 


+ An” 0<0<1. (11) 


Ct 


Si la función e* se reemplaza por su polinomio de Taylor de grado 
1, obtenemos la igualdad aproximada 


A (12) 


1 
enyo error absoluto 
4) Cial mt 
Lal q IA 0, 0<0<A. 
Si se considera la función o* para —1< 2< 1, entonces 
15) 20 3 5 
Ml << ++ (13) 


Suponiendo en (12) z = 1, obtenemos el valor aproximado del mú- 
mero 


ext+i+a+ 5% 


En este caso el valor absoluto es menor que y Si se necesita cal- 


cular el valor de e con exactitud hasta 0,001, el número n se determi- 
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na de la desizcalasd 
+ FM <0,001 o bien (n +1)! > 3000 

que se cumple para n=6. Por consiguiente, 
bes did 1 
enla 


con precisión hasta 0,001. 
Por lo tanto, la utilización de la fórmula de Maclaurin ofrece la 
posibilidad de calcular el número e con toda exactitud. 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


Enúnciese el teorema de Taylor. 
2 Jué se llama polinomio de Taylor de grado n para la Anpojón Le 
Dhtimguie al iálemino residual de la foctan de Pomno de la d 
4. ¿Qué se llama fórmula de Maclaurin para la función f (1)? Era os 
términos residuales de esta fórmula en las formas de Lagrange y de Peano. 
¿Por qué no se puede llamar polinomio de grado n + 1 al segundo miem- 
bro de a fórmula de Taylor (1)? 
. ¿En qué caso se anula el término residual en la fórmula de Taylor? 
Citose un ejemplo. 
el tó 


2,718 


ipótesis falta en el 'L teorema de Taylor para deducir 
nino residual en la forma de Peano? Enúnciese esta hipótesis. 


$ 15. Investigación del comportamiento 
de las funciones y construcción de las gráficas 


1. Criterio de monotonía de una función. 

Teorema 5.12. Si una función | (2) es derivable en el intervalo 
(a, by yf' (1) >0. (f (1) < 0) en (a, b). la función f (x) no decrece (no 
crece) en (a, b). 

O Demostración. Para precisar, consideremos el caso f' (2)> 
> 0. Sean x, y za dos puntos arbitrarios de (a, b) y x, < zx); entonces 
sobre el segmento [z,, x,] se cumplen todas las hipótesis del teorema 
de Lagrange según el cual tenemos 


1) (1) 1 (0) (2: — 2), 0 Elan 29). 


Conforme a la suposición f' (c)>0, x¿—2,>0, por eso 
1 (22) — 1 (2,)> 00 bien f (22) > / (21), o sea la función f (x) no de- 
crece sobre (a, b) 
Para el caso de f' (2) < 0 la demostración es análoga. ME 
Observación. Del mismo modo se puede demostrar que si 
f (2) > 0(<0) en (a, b), entonces f (2) crece (decrece) en (a, b). 
O Ejemplo 1. Determinar los intervalos en sentido lato en los 
cuales la función f (1) = a? — 12x + 11 crece y decrece. 
Resolución. El dominio de definición de la función es toda la 


18785 
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recta Encontramos la derivada de la función /' (x) = 
212. De la desigualdad 32% —12>0 o bien 2 >4 
o VE > 2, es decir, |» | >2 (sen x > 2, sea. < —2), se deduce 


que la función dada crece en los intervalos (—00, —2) y (2, +00) 
y de la desigualdad 342 — 12<0,0<4, 0 bien ViT< 2, es 
decir, || <2 < xr < 2). se deduce que la función dada decrece 
sobre el intervalo (—2, 2). 0 


Ejercicios. Determinar los 
crecen y decrecen las sigui 
(Htesp. Crece sobre el intervalo (1/3, 
tervalo (—oo, 1/3).) 2. / (2) 2 —3z 


m. El punto zp se llama punto del máximo (mínimo) 
local estricto de la función f (x) si para todos los valores de x de cierto 


$-entorno del punto «o se cumple la desigualdad [ (2) < 1 (20) Y (a) > 
> J (20)) para x= xp (fig. 149 

El máximo local (máx) y el 
nombre común de extremo local. 

De la definición se deduce que el concepto de extremo lleva el 
carácter local que se entiende así que en el caso del extremo la de- 
sigualdad f (2) < f (20) 4 (2) > Í (20) no está obligada a cumplirse 
para todos los valores de x en el dominio de definición de la función 
sino debe cumplirse sólo en cierto entorno del punto zp. Es evidente 
que la función puede tener varios máximos locales y varios mínimos 
locales, con la particularidad de que puede resultar que algún má- 
ximo local sea menor que cierto mínimo local. 

Teorema 5.13 (condición necesaria de un extremo local). Si 
la función f (x) tiene en el punto z, un eztremo local y es derivable en 
este punto, entonces f' (20) = 0. 

O Demostración. Puesto que en el punto zo la función / (2) 
tiene un extremo local, existe tal intervalo (zp — 0, zo + 8) en el 
cual el valor f (zp) sea el máximo (mínimo) entre todos los otros valo- 
res de esta función. Entonces, conforme al teorema de Fermat, la 


nínimo local (mín) se unen por el 


$ 15, Investigación del comportamiento de las funciones 215 


derivada de la función en el punto +, es igual a cero, o sea, f' (29) = 
=0 MW 

El teorema 5.13 tiene el siguiente significado geométrico. Si 
2, 2, y 74 Son los puntos del extremo local y en los puntos correspon- 
dientes de la gráfica existen tangentes, estas tangentes son paralelas 
al eje Oz (fig. 150). 

A veces tales puntos se llaman estacionarios; los llamaremos pun- 
los de extremo posible. Si el punto zp es punto de extremo posible, o 
sea f' (29) = 0, él puede también no ser punto de máximo (mínimo) 
local. Por ejemplo, si f(x) — 2%, entonces /' (2) = 3a? = 0 para 
x= = 0, pero, no obstante, en el punto x = 0 no hay un extremo loca] 


Fig. 150 Fig. 151 


(fig. 151), Precisamente por eso los iemos nombrado puntos de extre- 
mo posible y la condición def” (xp) = Dessólo necesaria. Vamos a de- 
terminar la condición suficiente de existencia del extremo local. 

Teorema 5.14 (condición suficiente de un extremo local). Su- 
pongamos que la función f (x) es derivable en cierto $-entorno del punto 
Zo. Entonces, si f' (1) >0 (f' (2) < 0) para todos los valores de x de 
(zo — 8, zo) y f' (2) <0 (f (2) >0) para todos los valores de « de (20, 
Zo -+ 6), entonces en el punto xy la función Í (x) tiene un máximo (mé 
nimo) local; en cambio, si f “(x) tiene en todo el 8-entorno del punto xp 
el mismo signo, en el punto xy no hay un extremo local. 

Con otras palabras, si al pasar por el punto 2 /' (2) cambia su 
signo de 4 — a, xy es punto de máximo local, si en el punto xo 
f' (<) cambia su signo de — a -+-, zp es punto de mínimo local; en 
cambio, sien el punto xy el signo de f' (2) queda sin variar, en el pun- 
to zp no existe un extremo. 

O Demostración. Supongamos que al pasar por el punto zp 
f' (2) cambia su signo de ++ a — y sea z € (2 — $, 2p). Apliquemos 
la fórmula de Lagrange a la función f (z) en el segmento [z, zol. 
Resulta 


$ zo) — 1 (2) =$ lc) (19 — 2), 0 € lz, £p). 


13. 
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Puesto que f' (x) >0 sobre (xy — Ó. zo). entonces f' (c) >0 y, 
además, xy — >, por lo tanto, 


f (zo) —/ (2) > 0 o bien f (20) > f (2). (1) 


Consideremos ahora el intervalo a la derecha del punto zp, o sea, 
x € (o, zo + 5). Apliquemos la fórmula de Lagrange a la función 
J (2) sobre el segmento [xo, xl. Obtenemos 


F) —1 (20) =f (c) (a — xo), e € (o, 2). 


Puesto que / (e) <0 sobre (2a, 20 + 8). entonces /' (e) <0 y, 
además, x= — zp > 0, por lo tanto, 


Fe) — f (xo) < 0 o bien f (20) > f (2). (2) 


De las desigualdades (1) y (2) se deduce que en el entorno dado 
del punto zp se cumple la desigualdad f (2) < f (zo) para z + z0 


Signo de fíáde+++ | +.. 
ol x 


Fig. 


y esto quiere decir que en el punto zy la función f (x) tiene un máximo 
local. 

Análogamente se considera el caso de cumbio del signo de f” (1) 
de —aw+. 

Nos queda considerar el caso cuando /' (2) no cambia su signo. 

Sea f (2) > 0 en cierto entorno (29 — Ó, zo + 5), entonces, 
conforme al teorema 5.12 (de acuerdo con el criterio de monotonía), 
la función f (x) no decrece en (xo — Ó, ro + 5), o sea, para todos 
valores de z < zp se cumple la desigualdad f (x) < f (xo) y para to- 
dos valores de => zo se cumple la desigualdad / (2) > f (%0). 
Esto quiere decir que el punto xy no es punto de extremo local, o sea, 
al pasar por éste en el caso dado no se conserva el signo de dife- 
rencia f (2) — f (zp) en el entorno de este punto. MM 

Observación. El teorema 5.14 queda válido si en el mismo punto 
Zo la función f (x) no es derivable sino sólo continua. De ejemplo de 
tal función sirve / (2) = |x| la cual en el punto z =Ú es continua, po- 
ro no derivable. 

O A título de ejemplo consideremos la cuestión de la determina- 
ción de Jos puntos de extremo local de la función f (2) = 2% — 3z. 
Encontramos la derivada: f' (2) = 31* — 3 =3 (1? — 1). Resol- 
viendo la ecuación 3 (z* — 1) = O, obtenemos dos puntos de extre- 
mo posible: z, = —1 y 72 = 1. Es cómodo realizar la investigación 
ulterior haciendo un dibujo auxiliar (fig. 152). Marcando en el di- 
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z,= Le investigando el signo de 


bujo los puntos x= —Í y 
os, obtenemos que en el punto 7, = 


F' (2) en el entorno de estos pu 


= — 1 / (x) tiene un máximo local y en el punto 7, — 1, un mínimo 
local. Nos queda hallar Ymax € Ymo 
Ymin — F (1) 


Tenemos Ymáx = (71) = 


2 
52 se ven también los intervalos de monotonía de 
1) (1,1) y (1, +00), con la particularidad de 
que en los intervalos primero y Lercero la función crece y en el se- 
gundo decrece. Y 
3. Problemas del máximo y del mínimo. Los problemas en que se 
ta hallar para qué valores del argumento cierta función toma 
el valor máximo (mínimo) desempeñan gran papel en la matemática 
y sus aplicaciones. Desde el punto de vista matemático los proble- 


mas más sencillos son tales en los que la función es representada por 
y] 
Ll 


Fig. 153 Fig. 15 


Signo de 1) Signo de f(x) —- 


ca 
1 y 


wna fórmula y es en este caso derivable, Entonces para investigar 
las propiedades de la función, determinar los trozos de su erccimiento 
y decrecimiento y encontrar los puntos de local extremo la derivada 
tiene importancia esencial. 

O Ejemplo 2. llallar los máximos y mínimos de las funciones 
siguientes: 1)/ (0) = EE; 2)/ (0) = 30 — 44% — 12% 42 
IS 2p. 

Resolución. 1) El dominio de defini 
toda Ja recta numérica, ya que 23 — a 30 
contramos la derivada: f/() - ¿LE Resolviendo 
3 (27 — 1) 0, obtenemos el punto de extremo posible. 1/2; 
Investigado el signo de / (<) en el dibujo auxiliar (fig. 153) en el 
entorno del punto z — 1/2, resulta que en este punto la función dada 
tiene un mínimo local y / (1/2) 1/11, el valor mínimo de la 
función. 

2) El dominio de defini ión dada es toda la recta 
numérica. Encontramos la derivada: f (2) — 122% — 127% — 24x, 
Resolviendo la ecuación 121 (+ — « — 2) — 0, obtenemos Ires pun- 


== 


ón de la función dada os 
O para cada. En- 


ecuación 


tos de extremo posible: 7, =—1, 2 =0, £g => 2. Investigado el 
signo de /' (2) (fig. 154) en el entorno de estos puntos, resulta que 
2, = —1 y zg =2 son los puntos de mínimo local, [(—1) = —3 
Y /(2) = —30 son los valores mínimos de la función. x, — U es el 
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imo de la fanción en 


punto de máximo local y / (0) 2. el valor m 
este punto. 

3) El dominio de definición de la función dada es toda la recta 
numérica. Encontramos la derivada: f” (1) — 5 (2 — 2)%, La deriva- 
da se anula en el único punto .- == 2. Puesto que f' (2) es positiva 
tanto a la izquierda de este punto como a su derecha, o sea al pa- 

sar por el punto - =2 no cambia 


de signo, la función dada no tiene 

Signo de S(R) Pe... puntos de extremo. 
O Vujen Ejemplo 3 (problema de la «me- 
jor» lata de conservas). Hallar la 
Fig. 155 mejor variante de fabricación de una 
lata de conservas de volumen fijo V 
que tiene la forma de cilindro circular recto y la superficie míni- 
ma $ (para su fabricación debe utilizarse la cantidad mínima de 
hojalata). 
Resolu: 
y para el 


1. Escribamos las fórmulas para el volumen de la lata 
rea de su superficie: 


v nit-h, 21H* + 21Hh. 


lata Ak por el radio h = Valk”) susti- 
en la fórmula para la superficie, obte- 


Expresando Ja altura de 
tuyendo la expresión obte 
nemos 


St) -2ar4 2, (1<R<oo. 
n 


Así pues, el problema de la «mejor» lata de conservas se reduce a la 
determinación de tal valor de A con el cual alcanza su valor m 
la función S (At). Calenlemos la derivada de la función S (A): 


Y 21 
S'(R)=41R—FE 


Resolviendo la ecuación ¿7 (21% — V)=0, obtenemos el punto 


de extremo posible R=*/V/(Zx). Investiguemos el signo de la 
derivada en el entorno de este punto (fig. 155). Para O<R< 
<'V Va) la derivada es negativa y la función S(R) decrece, 
para Y VQ) <R< +00 la derivada es positiva y la función 
S (R) crece. Por consiguiente, R= Y V/(2x) es el punto de mínimo 
local¡y S(Y V/[(2n)) =3 Y 2xV? es el valor mínimo de la función 
en este punto. 

Así pues, el radio de la lata y su altura, mejores desde el punto de 
vista de la condición deJmínimo de $ (2), se determinan por las fór- 
mulas R= Y V/(Qa), h =2R, o sea, la altura de la «mejor» lata 
es igual a su diámetro. 
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Se puede ampliar el problema planteado. Por ejemplo, considerar 
otra variante: hallar la mejor forma de una lata de conservas de vo- 
lumen fijo V que tenga la longitud mínima de todas sus costuras / 
(es necesario minimizar el trabajo de soldadura de las costuras). Re- 
suelva este problema por sí mismo. Notemos que la longitud de las 
costuras se expresa por la fórmula 1 — 4x1 +; h y el radio de la la- 
ta y su altura, siempre que éste tenga la longitud mínima de sus cos- 
turas, se determinan por las fórmulas: R — Y V/Qa?), h— 218.0 

4. Sentido de convexid; de inflexión de la gráfica de 
una función. Supongamos que la función y — f(x) es derivable sobre 


Y y 
Hacia abaj f 
1 Hacia arriba 
Jl J t 1) 
l E ] y 
oa 0 oa Di 
Fig. 156 


el intervalo (a. b). Entonces existe la 1 a gráfica de la fun- 
ción y = f (x) en todo punto M (a; f (x)) de es ca (a<r< 
< 6). con la particularidad de que 1 Jela al eje 
Oy, puesto que su coeficiente angu! * (1), es finito. 

Definición 1. Diremos que la gráfica de la función y — f(x) 
tiene sobre (a, b) una convezidad orientada hacia abajo (hacia arriba) 
si esto gráfica está dispuesta no inferior (no superior) a toda tangente a 
la gráfica de la función sobre (a. b) (Sig. 156). 

De la definición se deduce que en el trozo de convexidad las tan- 
gentes a la gráfica de la fun ersecan con la misma gráfica 
y tienen con éste sólo puntos de tangencia. 

Teorema 5.15. Si la función y = Í (2) tiene sobre el intervalo (a, 
D) la derivada segunda y f” 0 ($7 (2) < 0) en todos los puntos de 
(a, d). la gráfica de la función y — f (a) tiene en (a, b) una concezidad 
orientada hacia abajo (hacia arriba 

O Demostración. Para pn 


ideremos el caso de 


ar, co 


1" (006 sobre (a. b). Designemos con c un punto arbitrario de 
(a, 0) (fig. 157). Se necesita demostrar que la gráfica de la función 
= f (x) está no inferiormente que la tangente que pasa por el pun- 


to Mile. fte). 
Escribamos la ecuación de esta Langente, designando la ordenada 


corriente de sus puntos com Y: Y — (e) — /(c) (4 —c) o bien 


Y =H0+P() (0). (5) 
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Desarrollemos la función y = f (x) en el entorno del punto e se- 
gún Ja fórmula de Taylor para . — 1. Resulta 
== 1040 a—o+ E8 (ac), E€lc, 2). (4) 
Puesto, según la suposición, / (x) tiene /” (x) sobre (a, b), entonces, 
conforme al teorema de Taylor, la fórmula (4) es válida para cada z 
de (a, b). Sustrayendo la igualdad (3) de la (4), tenemos 


y-Y=L8 (op. 6) 


Puesto que, según la hipótesis, /” (1) > 0 sobre (a, 0), el segundo 
miembro de la igualdad (5) no es negativo, o sea, y — Y >0 para 
todos los valores de z de (a, 5) o bien y > Y. La última desigualdad 


Fig. 157 


demuestra precisamente que la gráfica de la función y = / (2) está, 
pos doquier dentro de los límites de (a, b) no inferior que la tangente 
). 

Análogamente se demuestra el teorema para el caso f” (1) < 0. 

Definición 2. £l punto M (xo; f (xp) se llama punto de inflexión 
de la gráfica de una función y = Í (2) si en el punto M la gráfica tiene 
una tangente y existe tal entorno del punto xy dentro de los límites del 
cual la gráfica de la función y = Í (2), tiene, a la izquierda del punto 
Zo y a su derecha, los sentidos opuestos de convezidad. 

Es evidente que en el punto de inflexión la tangente corta la grá- 
fica de la función, ya que por un lado de este punto el gráfico se ha- 
lla debajo de la tangente y por otro, por encima de ésta, o sea, en el 
entorno del punto de inflexión la gráfica de la función pasa geomé- 
tricamente de un lado de la tangente a su otro lado y «se dobla» en 
ella (fig. 158). 

Teorema 5.16 (condición necesaria del punto de inflexión). Su- 
Pongamos que la gráfica de la función y = Í (1) tiene la inflexión en el 
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punto M (zo; $ (x0)) y la función | (2) tiene en el punto x, la segunda 
derivada continua. Entonces f” (2) se anula en el punto xp, 0 sea, 
f" (29) =0. 

O Demostración. Supongamos lo inverso, o sea, admitamos que 
$" (£o) H 0. Entonces, en virtud de la continuidad de la derivada se- 
gunda, conforme al teorema 4.9 sobre la estabilidad del signo de una 
función continua, existe cierto.entorno del punto zp en el cual 
1" (2) <0 (f" (2) > 0) y, por lo tanto, según el teorema 5.15, la 


yx 


8. 159 Fig. 160 


ntido determinado de con- 
e la existencia de la 
ción obtenida demues- 


gráfica de la función y = f (2) tiene un 
vexidad en este entorno. Pero esto contra 
inflexión en el punto MM (zo; / (20))- La contradi 
tra el teorema. WM 

notar que no todo 
0, es punto de inflexió 


into MM (os $ (20), para el cual f” (21) = 
or ejemplo, la gráfica de la función 
/ (a) = «% no tiene una infle: y el punto (0; 0), aunque f” (2) = 
= 122% — U para x > 0 (fig. 159). Por esta razón el hecho de que la 
segunda derivada vale cero essólo la condición necesaria de inflexión 
Llamaremos críticos los puntos M ( (<p) de la gráfica para 
cuales /” (29) = 0. Es preciso investigar adicionalmente la cues! 
sobre la existencia de la inflexión en cada punto crítico para lo cual 
conviene determinar la condición suficiente de inflexión. 
Teorema 5.17 (condición suficiente del punto de inflexión). 
Supongamos que la función f (2) tiene la segunda derivada en cierto en- 
torno del punto xo. len este caso si dentro de los límites del entorno indi- 
cado f” (a) tiene signos opuestos a la izquierda del punto xy y a su dere- 
cha, la gráfica y — f(x) tiene una inflerión en el punto M (zo; 
1z)- 
Ú Demostración. Del hecho de que f” (<) Liene signos contrarios 
a la izquierda del punto xy y a su derecha, apoyándonos en el Leore- 
ma 5.15 concluimos que el sentido de convexidad de la gráfica de la 
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función es opuesto a la izquierda del punto xp y a su derecha. Esto 
significa precisamente la existencia de la inflexión en el punto 
M (xo; F (20). 

Observación. 


to zp, y existe la tangente a la gráfica de la función en el punto M. 
En este caso si dentro de los límites del entorno indicado /” (2) 
tiene signos contrarios a | rda del punto xp y a su derecha, la 
gráfica de la función y = /(x) tiene una inflexión en el punto M(2p 
Í (co). La demostración de este hecho es análoga a la del teorema. 

O Examinemos un ejemplo: f (x) = 21%. Esta función tiene en 
el punto z = 0 una derivada infinita y la tangente a la gráfica de la 


Signo de Fla)+ ++ 


Signo de F(x) a 


ro... 


Fig. 161 


función en el punto O (0; 0) coincide con el eje Oy. En el punto x = 
= Ola segunda derivada no existe. No obstante, la gráfica de la Lun- 
ción y = 21% tiene una inflexión en el punto O (0; 0), ya que la se- 


gunda derivada /“(x) - -; tiene a la izquierda del punto 
r 


7 

O y a su derecha signos opuestos ( 
Así pues, la cuestión sobre el senti: 
de inflexión de la gráfica de una función se 
la segunda derivada. 

O A título de ejemplo vamos a continuar examinando la función 
f(x) = a — 3x (véase el subp. 2). Marcaremos el signo de la deri- 
vada segunda en un dibujo auxiliar (véase la fig. 152). Encontramos la 
derivada segunda /” (x) = 6x. De la ecuación 6z = 0 obtenemos un 
punto crítico: O (0; 0). Marcando el punto z — O en otro dibujo auxi- 
liar (fig. 161) e investigando el signo de f” (x) en el entorno de este 
punto, obtenemos: a la izquierda del punto z 0 la derivada f” (1) < 
<0 (la gráfica está orientada con convexidad hacia arriba) y a su 
derecha f” (x) > 0 (el gráfico está orientado con convexidad hacia 
abajo), o sea, el punto O (0, 0) es punto de inflexión del gráfico de 
la función en cuestión. Este gráfico está representado esquemática- 
mente en la fig. 162. 


Vamos a demostrar ahora que la parte de la elipse (HE+ 


ad y los puntos 
vestiga con ayuda de 


+£= 1) situada en el semiplano superior (y>0) tiene sobre 
el intervalo (—a, a) una convexidad orientada hacia arriba. En 
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efecto, de la ecuación de la elipse obtenemos y=2 va 
Luego encontramos 
ba 


> 
Do la expresión para la derivada segunda se desprende que esta deri- 
vada es negativa sobre el intervalo (—a, a). Por lo tanto, la curva 
dada sobre todo el intervalo (—a, a) está orientada con la convexidad 
hacia arriba (véase la fig. 
Análogamente, se puede mostrar que la parte de la hipérbola 
A: 
(E-+= 1) , situada en el semiplano superior sobre los 
intervalos (a, +00) y (—oo, —a) tiene la convexidad orientada 
hacia arriba (proponemos que el lector haga esto por sí mismo). 
5. Asíntotas de la gráfica de una función. Al investigar el compor- 
tamiento de una función en el infinito, o sea, cuando 7 > -+oo y 


Fig. 102 Fig. 163 


cuando z > —oo o en la proximidad de los puntos de discontinni- 
dad de segunda especie resulta frecuentemente que el gráfico de la 
función se aproxima tan cerca como se quiera a una 4 otra recta. 
Tales rectas se llaman asíntotas *). 
Existen tres tipos de asíntotas: verticales, horizontales y oblicuas. 
Detinición 1. La recta x = xy se llama asíntota vertical de la grá- 
fica de la función y — f (x) si al menos uno de los valores límites 


lim f (2) 0 lim f (x) es igual a + 00040 —o0. 
zp pl 


Por ejemplo, el gráfico de la función y — f (2) = 1/z (lig. 163) 
tiene la asíntota vertical z = 0, ya que f (1) — +00 para 2 0 
y Fe) — —00 para 1 0. 


1) Con el concepto de asíntota 
analítica al considerar la hipérbola 
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Definición 2. La recta y = A se llama asíntota horizontal de la 
gráfica de la función y f(x) para x > ¿00 (9 > —00) si 
lim / (a) A. 
(Ria) 

Por ejemplo. 
y = Us tiene la a 


gráfica de la función anteriormente examinada 

tota horizontal y — 0 para c+ +00 y para 

2>-—oo, ya que l/x—=>Ó0 para 
yr —00. 


función y =/(1) para z—+o0 

(> —00) si la función | (2) 

puede ser representada en la forma 

$ (2) = kx b+ad() (6) 

donde 2 (1) > cuando x= 

> 0 (1 — —00). 

Fig. 164 Aclaremos el significado geo- 

métrico de la asíntóta oblicua. 

Para precisar, consideremos el o cuando x=» -[-00 (el caso 
> —oo se considera análogamente). 4 

Sea M (e; y) 1m punto de la gráfica de la función y: = f (2) y 


supongamos que la recta Y 
fica de la 


kz + bos asíntota oblicua de la grá- 


función para. oo. Designemos con y la ordenada co- 
rriente del punto sobre la asíntota y con N (x; y) el punto sobre la 


síntota (fig. 164). Entonces | MIN | =1y Y 1 =1/() — (ha+ 
+0)1= [2 (2) ]->0 cuando 7—> +co. Bajemos del punto M 


xo ho 

Por lo tanto, la distancia del punto 4 (<; y) de la gráfica de la 
función a la asíntota tiende a cero cuando 1 > — co, o sea, la gráfi- 
ca de la función se aproxima indefinidamente a la asíntota para 
1>-+00. 

Analicemos el método de determinación de la asíntota oblicua, o 
sea, el método de determinación de los números k y ben la ecuación 
de la asíntota. Dividiendo la igualdad (6) por z y pasando al límite 
para x—> | 00, obtenemos 


lím 


a+ 


iS ba) 
L2= sm [4+ +22] 


e +o 
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ya que lím2=0 y lim 2€l 0. Así pues, 
ro+o * sto * 
e fíz) 
k= lim 22. (7) 


Luego, de la relación (6) tenemos 


lím [£(2)—kx]= lím (b+a (2))=b. 
rte a+. 


De esta manera, 


b= lím [f(2)—ke]. (8) 
sto 


Hemos demostrado que si la recta Y — kx + bes asíntota oblicua, 
los números k y b se hallan según las fórmulas (7) y (8). Inversamen- 
te, si ambos límites (7) y (8) existen, y k 0, la recta y 
es la asíntota oblicua de la 


zando la igualdad (8), obtenemos que lím — (2) — 0. Por consi- 


guiente, es válida la igualdad /() —kr+b-+ad) donde 
lim a()=00s 
A 


la recta Y = her + 6 es la asíntota oblicua 


de la gráfica de la función para 2 > +00. 

Terminando el análisis de la asíntota oblicua, enunciemos el re- 
sultado obtenido en forma de un teorema. 

Teorema 5.18. Para que la gráfica de la función y = f (4) tenga. 
cuando 2-00 (2>—00). la asíntota oblicua y — ke + b, 
es necesario y suficiente que existan dos límites 


lim LE =p y lim (1()—kx]=5. 
xo id 
eta El 


Es conveniente buscar las asíntotas en el siguiente orden: 1) asín- 
totas verticales; 2) asíntotas horizontales; 3) asíntotas oblicuas. 
O Ejemplo 4. Hallar las asíntotas para la gráfica de la fun- 
JA 24223 
ción y= 


z 


Resolución. 1) Encontramos las asíntotas verticales. El punto 
x= 0 es punto de discontinuidad de segunda especie de la función 
dada, con la particularidad de que y => 00 cuando 1-0 e 
y —> —0oo cuando z—> +. Por consiguiente, el eje de ordenadas 
es la asíntota vertical. 


Capítulo 5. Cálculo diferencial 


2) Encontramos las asíntotas horizontales: 


rn4tr— £ 
la HE lia 
ato as 
El Pa 
por lo tanto las asínto 
3) Encontramos las a 


horizontales no existen. 
totas oblicuas 


x + 2 es asíntota oblicua de la grá- 
de la dada tanto para 


La gráfica de la función está represen- 
tada esquemáticamente en la fig. 165. 

, Ejemplo 5. Demostrar que la hipérbolo 
F—+=1 tiene por sus asíntotas obli- 
+2u. 

Resolución. — Puesto que y=-+ 


+ 2 VIA, entonces 


cuas las rectas 


ini b a > 
Por consiguiente, las rectas y = +2 zson asíntotas oblicuas de la 


hipérbola dada tanto para x—> +00 como para 2>-— Goo. 

6. Esquema de investigación de la gráfica de una función. En 
el subpárrafo dado conoceremos el esquema aproximado según el 
cual es conveniente investigar el comportamiento de una función y 
construir su gráfica. Para ilustrar aducimos ejemplos. 

Es racional estudiar la función dada y construir su gráfica en el 
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siguiente orden: 

1) hallar el dominio de definición de la función; 

2) hallar los puntos de intersección de la gráfica de la función con 
los ejes de coordenadas; 
hallar las asíntotas; 

4) hallar los puntos de extremo posible; 

5) hallar los puntos críticos; 

6) con ayuda de un dibujo auxiliar investigar el signo de las deri- 
vadas primera y segunda. Determinar los trozos de crecimiento y de 
decrecimiento de la función, hallar el sentido de convexidad de la 
gráfica, los puntos de extremo y los de inflexi 

7) construir la gráfica, teniendo en cuenta la investigación reali- 
zada en los subp. 1) a 5). 

En este caso al iniciar la investigación es útil verificar si es par 
o impar la función dada para que durante la construcción se utilice 
la simetría de la gráfica respecto al eje de ordenadas o respecto al 
origen de coordenad 

O Ejemplo 6. S: 
la gráfica de la función 


¡endo el esquema reción expuesto, construir 


a+ 
zi 

Resolución. 1) El dominio de definición de la función es el con- 
junto de todos los números reales, salvo z —= 1 (en este caso el deno- 
minador se anula). 

2) Puesto que la ecuación x* + 1 =0U no tiene raíces reales, la 
gráfica de la función no tiene puntos de intersección con el eje Ox, 
pero corta el eje Oy en el punto (0; —1). 

3) Aclaremos la cuestión sobre la existencia de las asíntotas. In- 
vestiguemos el comportamiento de la ción cerca del punto de dis- 
continuidad z — 1. Puesto que y — —co para 2— 1 — e y-» +00 
para z—» 1-+, la recta z =1 esla asíntota vertical de la gráfica de 
la función. 

Sizm>-+00 (1>—00), en 
lo tanto la gráfica no tiene 
de la existencia de los 1 

k= lim 12 
roto 
=> 
b= lim [/(x)—kx]= 


xo +o 
E 


nces y +00 (y => — 00), por 
síntota horizontal. A continuación, 


bz 


= lím 
Els 


se desprende que para _z—-+oo y para > —>o la gráfica de la 
función tiene una asíntota obliena y =zx + 


z 
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4) Para hallar los puntos de extremo posible calculemos la pri- 
mera derivada de la función: 


0 (y 2 (RR A A 
A 
Resolviendo la ecuación 2* — 2x — 1 —0, obtenemos dos pun- 


tos de extremo posible: x, = 1 — P 2 =1+YVZ 
5) Para hallar los puntos críticos callados la derivada segunda: 


(y a E 2 (2) 4 
F()= E=17 ===" 


Puesto que /” (e) no se anula, no 


puntos críticos. 


Signo de Fla) ++r ++ 
Signo de £"(x)-==-1-V¿ 


RS 
; 


Fig. 166 


6) Vamos a construir un dibujo auxiliar e investigar el signo de las 
derivadas primera y segunda (fig. 166). Resulta que la función crece 
sobre (00, 1 M2, decreco 
sobre (1— / 2,1 + V2) y vuel- 
vo 8 crecer sobre (+ VI 
+00). Los puntos de extremo: 
máximo para x= 1 — Y 2, con la 
particularidad de que /(1—V 3) 
—2V 2; mínimo para x= 
= 1 + V2, con la particularidad 
de que /(14+ 12) = 2+2V 2. 
Sobre (— co, 1) la gráfica tiene 
una convexidad orientada hacia 
arriba y sobre (1, -+00), una con- 

vexidad orientada hacia abajo. 
7) Según los datos obtenidos 
Pig. 167 construimos un esbozo del gráfico 

(tig. 167). 

Ejemplo 7. Construir el gráfico de la función (+) E 

Resolución. 1) El dominio de definición de la función es toda la 
recta numérica. 
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2) La gráfica de la función corta el eje Ox en los puntos en que 
(x — 1)? = 0, o sea, en el punto que tiene por abscisa z = 1 y corta 
el eje Oy en el punto que tiene por ordenada y = 1. 

3) Puesto que la función es continua sobre toda la recta numérica, 
no hay asíntotas verticales. Luego, de la existencia del límite 


15) pá AA 
A e 
dm MEP HA 0 
A 40. 
so deduce que 
á ñ Ea 
b=lím [/(1)— lím [f (1) —0-2]= mE 
há 2 gp AYER 040 
A a 


o sea, no hay asíntotas obl 
zontal. 

4) Para hallar los puntos de extremo posible caleulemos la deri- 
vada primera: 


fm= 


y la recta y = 1 es la asíntota hori- 


2D (2+0—(20)*-2x _ 2 


+ 1P ¡AF 


Resolviendo la ecuac 
tremo posible: z, 
5) Para hallar los puntos críticos calculemos la derivada segunda 


E AE E) 
(FT A+ 


0, obtenemos dos puntos de ex- 


ndo la ecuación 4z (3 — 2%) -= 0, obtenemos tres puntos 
—V 3, 2. =0, x, = 


y 
Signo de f(x) errors] Jrssprrse 
Signo de Farre Dj 


Fig. 168 


6) Construimos un dibujo auxiliar (fig. 168) e investiguemos el 
signo de las derivadas primera y segunda. 

Resulta que sobre (—0o, —1) la función crece, sobre (—1, 1) 
decrece y sobre (1, +00) vuelve a crecer. Los puntos de extremo: al 
pasar por el punto z = —1 la derivada /' (z) cambia el signo de más 
19-185 


Iculo diferencial 


290 Capitulo 


a menos y al pasar por el punto z — 1 lo cambia de menos a más, por 


lo tanto en el punto x w y en el punto z 1 es 
la particularidad 


2, (4) 0. En 
está orientada 
hacia abajo, en 
iba, en (0.3) 
a abajo y en (13, +00) otra vez 
hacia arriba, por lo tanto, los puntos 
a 0,z —V 3 son los 
Fig. 169 abscisas «de los puntos de inflexión, 
jarticularidad de que /x 
1-3 
1os la gráfica de la 


(—0o, —V 


con la convexid 


(VD LV) 21, J(V 3) 
7) Conforme a los datos obtenidos constri 
función (fig. 169). 0 
Ejercicios. Construir las gráficas de las siguientes funciones: 
Lo /() el mínimo, /(1) 
para x es el =0 es la asíntota 
vertical, y =z£ 08 
2/0) 
para 24 
cal, yo. 
3/6) 
mo, /(—3) 
-20s el 
a del punto de inflex 
asíntota vertical, y Fx es la asintota oblicua; 


a] 


(Miesp. Para x=1 
(1 

asintota oblicua.) 
(Mtesp. Para x0U es el máximo, /(0)=0; 


Si r=2 os la asíntota verti- 


r=—3 os el má 
es el máximo, f(1)=5/4; 
9/7 es la 
2=0 es la 


(5.0) es el punto de intersección del gráfico con el eje O.) 
O Ejemplo 8. Construir la gráfica de la función / (1) =Y2 


Resolución. 1) La función está definida para z >Ú, o sea, en el 
intervalo 0 < zx -+00. 

2) La gráfica de la función corta el eje Or en el punto en que 
In x —0, o sea, en el punto que tiene por abse: 1 y no tiene 
intersecciones con el eje Oy, ya que la función está definida para 
z=>0. 

3) Como asíntota vertical sirve la recta 20, ya que límL= 

Eo 


= —oo (demuéstrese esto por sí mismo). Encontramos las asín- 
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Lotas: 
ln. 


lím 
a tos 


Tenemos una indeterminación de la forma =. Empleando la' regla 
de L'Hospital, obtenemos 


lím 
Hnos 
b= lími/()—ke]= lim [2 0-2] 
ho ho » 
= lm E 


(aquí también hemos utilizado la regla de L'Hospital). 

Por lo tanto, de b  0.0s no hay asíntolas oblicuas; la 

recta y =0 es la asíntota hori- 

zontal. 
4) P. 

X extremo po: 
mera de 


encontrar los puntos de 
ible caleulemos la pri- 
ad. 


Fig. 170 1) 


Mae 


Resolviendo la ecuaci 
extremo posible: ze. 

5) Para encontrar los puntos « 
das 


Resolviendo la ecua y 2=eY2 ob- 


tenemos un punto cr e 
6) En un dibujo auxiliar (fig. 
derivadas primera y segunda. 


70) investiguemos el signo de las 


— Int 10 


ivada (1) 
cez sobre (e, 
- 7<0. la función 


por el punto z=0 la 
a menos, por lo tanto, en 
lad de que /(e 


Resalta que sobre (0, 0) la d 


=1>0, por lo tanto, ne 00) la deri 


vada /'(02) 12M A 
decrece. Los puntos de extremo: 
derivada f' (2) cambia el signo de 1 
el punto z=e es el máximo, con la particular 

4 


+. En (0, e%) la derivada segunda 


19. 
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la gráfica tiene una convexidad orientada hacia 
2Ine*—3 1 
>, 
la gráfica tiene otra convexidad orien- 
tada hacia abajo, por lo tanto, el 
punto e? es la abscisa del punto 
de inflexión, con la particularidad de 


que [ (0/2) = 


arriba y en (e%%, 400) la derivada /”(e)= 


yr > ASÍ pues, el punto 


Jes el punto de inflexión de 


q > 
(9% 27 
la gráfica de la función. 

7) A base de loz datos obtenidos, 
construimos la gráfica de la función 
Fig. 171 (fig. 171.0 


Ejercicios. Construir las gráficas de las uientes funciones: 
1. f(1)==lnz. (Resp. Para z—1/e es el mínimo, /(1/0)= 
- 4/05 (1; 0) es el punto de intersección de la gráfica con 
el eje Oz; Jm f(2)=0.) 
o 


2. f(x) - z—Inz. (Resp. Para 2=1 es el mínimo, /(1)= 
x=0 es la asíntota vertical.) 


3. f(a)- da . (Resp. Para 2=1 es el máximo, /(1)=1; 


x=(0 es la asíntota vertical, y=0 es la asíntota horizontal; 
(612; 3/2e1/2) es el punto de inflexión, (1/e; 0) es el punto de 
intersección de la gráfica con el eje Oz.) 


O Ejemplo 9. Construir la gráfica de la función f(x) =2%"*. 

Resolución. 1) El dominio de definición de la función es toda la 
recta numérica. 

Das La gráfica de la función corta los ejes de coordenadas en el pun- 
to 0 (0; 0) 

3) Puesto que la función es continua sobre toda la recta numérica, 
no hay asíntotas verticales. Al buscar las asíntotas oblicuas es nece- 
sario considerar por separado los casos 7 > —00, y 2—» -+oo, tene- 
mos 


(domuéstrese esto por sí mismo). 
Por consiguiente, para 2 > —-co no hay una asíntota oblicua, 
y Puesto que también lím /(2)= lím 7% == +09, tampoco exis- 
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te una asíntota horizontal. Luego tenemos 


k= lím 
a+ 


lím [/(2)—0:2]= lim 2e*= 
a Pere 


2e e 2 
A A 
(aquí hemos utilizado la regla de L'Hospital); por lo tanto, para 
x— +00 no hay una asíntota oblicua, la recta y = 0 es la asíntota 
horizontal. 
4) Para encontrar los puntos de extremo posible, calculemos la 
derivada primera: 


1 (2)=x(2—2)0". 

Resolviendo la ecuación z (2 — 2) 0% = 0 (e=* 40), ubtenemos dos 
puntos de extremo posible: x, — 0, za 

5) Para hallar los puntos críticos llenos la segunda derivada: 


1 (2) =(22—4242) 0%. 


), obtenemos dos puntos 


, 


Resolviendo la ecuación e 
críticos: 1 =2— V2, z, 

6) Investiguemos los signos ca las derivadas primera y segunda 
(fig. 172). Resulta que en (—oo, 0)) la función decrece y en (0, 2) 


Fig. 172 


crece y en (2, -+oo) vuelve a decrecer. Los puntos de extremo: al 
pasar por el punto z —= 0 la derivada f* (z) cambia el signo de menos 
a más y al pasar por el punto z = 2, de más a menos, por lo tanto, 
en el punto z — O'es el mínimo y en el punto z = 2 
la particularidad de que f (0) = 0,f (2) = 4e-2, 
la gráfica está orientada con la convexidad hacia abajo, en (2 — 
—V 2,2 + V 9 hacia arriba y en (2 + Y 2 + 00), otra vez hacia 
abajo, por lo tanto, =2—V 2, x -2+ M2 son las abscisas de 
los puntos de inflexión, con la particularidad de que / (2 — V 2) = 
=Q-VPea-V), ¡QVD=Q0+YV De C+VD), 
7) A base de los datos obtenidos construimos la gráfica de la fun- 
ción (fig. 173). e 
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As 

1 (2) 
puntos de inflexión £0.616:9 
ontal para 7 > —0o.) 
ara, 2 es el mínimo; /(1/2) = 
no hay Lal de inflex =0 es la asíntola ver- 


astruir las gráficas de las siguientes funciones: 


(Resp. Para z=1 es el mínimo, / (1) =e; no hay 


tota vertical; y=0 es la 


E) Ej (Resp. Para x 0 os el máximo; f (0) 
1 21e) es el punto de inflexión; y 0 es la asíntota 
horizontal.) 
ta 10. Con: 
=<( PT VAL 
Resolució + 1) El dominio de determinación de la función os ol 
conjunto de los valores de z que satisfacen la desigualdad x* — 1> 
=>00 bien |x|>1, es decir, sea 
z< —I,sea z>1. Con otras pala- 
bras, la función está definida en dos 
intervalos en sentido lato: (—0o, — 1] 
y Ml. +00). En este caso no es difí- 
cil notar que sobre estos intervalos 
la función no es negativa. 
e: ba 2) El gráfico de la función no tiene 
Fig. 173 puntos de intersección con los ejes de 
coordenad: ya que 2 40 0 y 20. 
3) Puesto que la función es continua en todos los puntos del domi- 
nio de definición, no hay, evidentemente, asíntotas verticales. Bus- 
camos las asíntotas oblicuas: 


a de la función f(x) 


ir la grá 


lím (fí2)—22]= lim [1 2414 V 2=1—22]= 
xt soto 


Mi WWF 1=20)4(V 4=1=2)1= 


lím =0—0=0; 


x+o Y. z 
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lím 


b= lim; 1/ (1) 427] = 
2 


lim (1 2414 V 22 1427]= 


= lim (VAT 14+04(V 2=1+2)]= 


= lim (V F+1+2)+ lm (V 2-14 2)== 
Ñ 1 É 1 LE 
e e rr 


Ahora bien, obtenen 
tintas asíntotas oblicuas: 
Zo —00. 

Puesto que lím f(x) +oo. no hay asíntotas horizontales. 


os que la gráfica de la función tiene dos dis- 
y= 2 paraz— 00, ey =—2 para 


4) Para hallar los puntos de extremo posible caleulemos la dori- 
vada primera: 
A 2r AV V2TD 
6) E Ya-1 


No existen puntos extremos, ya que el numerador de la fracción 
no se anula. Para x — +1! la derivada f' (2) — 00. 

5) Para encontrar los puntos críticos calculemos la derivada so- 
gunda: 


1 (PR 4 


1 
EA EA AA) YAA 


No hay puntos críticos, ya que el numerador de la fracción no so 
anula. 

6) Investiguemos el signo de las derivadas primera y segunda (fig. 
174). Resulta que sobre (—0o, —1] la función decrece y la gráfica 
tiene una convexidad orientada hacia arriba; en Íf, +00) la función 
crece y la gráfica tiene otra convexidad también orientada hacia arti- 
ba. No existen extromos ni puntos de inflexión. Hagamos un cálculo 


auxiliar: f(+=1) = 2 
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7) A base de los datos obtenidos construimos la gráfica de la fun- 
ción (fig. 1 


mtota hori- 


extremos ni puntos de inflexión; y=0 es la al 
zontal.) 


PREGUNTAS DE AUTOCONTROL 


éstrese el teorema 5.12 para el caso de crecimiento de una función. 
ñ la definición del extremo local de wna función. 

3: ¿Puede una función tener varios extremos locales? 

4. ¿Puede el máximo local de cierta función resultur menor que cualquier 
mínimo local de la misma función? 

5. Enúnciese el teorema que expresa la condición necesaria del extremo 
local. Citando un ejemplo, muéstrese que esta condición no es suficiente, 

$. ¿Qué puntos se llaman puntos de extremo posible de una función? 
tocar" Éntnciese el teorema que expresa la condición suficiente del extremo 
local, 

8. Dése la definición del sentido de convexidad de la gráfica de una función. 

9. Enúnciese el teorema con el cual se resuelve la cuestión sobre el sentido 
de convexidad de la gráfica de una función. 

10. Dése la definición del punto de inflexión de la gráfica de una función. 

11. Enúnciese la condición necesaria del punto de inflexión de la gráfica 
de una función. Citando un ejemplo, muéstrese que esta condición no es suficiente 

12. ¿Qué puntos se llaman críticos? 

13: Enúnciese la condición suficiente del punto de inflexión de la gráfica 
de una función. 

14. ¿Puede una función tener el extremo en el punto de inflexión de la 
gráfica de la misma? 
.. 15, Dése las definiciones de las asíntotas vertical, horizontal y oblicua, 
Cite ejemplos. 

16. Demuéstreso la afirmación 
asíntota oblicua de 
los límites 


la recta y = kr bes una 
(2) para xr + 00, existen 


lim ff (2)—42]=b (19) 
mo 
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e, invorsamente, si ambos límites (+) existen, la recta y =Az-+ es la asíntota 
oblicua de la gráfica de la función y = f (2) para x>-+ co. 
17. Exponga el esquema de construcción de la gráfica de una función. 
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5.1. ¿Con qué valores de x las tangentes a la gráfica de la función 
— z son paralelas a la recta y = 2? 
5.2. ¿Bajo qué ángulo al eje Or la curva y =2x* — x corta el ejo Oy? 
- Enlos puntos (0; 0), (2; 1), (4; 0) están trazadas las tangentes a la 


— 1 
- +. Halle los ángulos de inclinación de las mismas al eje 


5 
parábola y= 


Escríbase la ecuación de la tangente a la gráfica de la función y= 
en el punto de intersección de la gráfica con el eje de abscisas. 


5.5. Hállese el ángulo de incli 1 que la tangente a la hipérbola «y =1 
en el punto (1; 1) tiene al eje O 


5.6. ¿Con qué valor de a la curva y= corta el eje Oz bajo el án- 


gulo 45” (al monos en uno de los puntos de intersección)? 

5,7. ¿Es la recta y = 3r — 4 tna tangente a la curva y = 24 — 2? 
5:8. Plantéese la ecuación de la tongente trozada del punto MM (— 
hipérbola y = 1/z, 

Se dan dos parábolas y — 8 — 37 — 2tey 2 

¡ación de la recta que tuca a ambus parábolas, 

5.10. Se dan dos rectas y — —x o y = 5z — 6. Hállese los valores de los 
parámetros a y b con los cuales ambas rectas dadas tocan a la parábola y = 
= 114 ar 4d, 

5.41, Una circunferencia se da por la 
Jas ecuaciones de las tangente a e: 
sección con el eje Oz, 

5.1?. Citeso un ejemplo 


aa 


13) 


+ 9z — 22%, Hállese 


— 4x = 0, Hálleso 
's puntos de su inter- 


escríbase la fórmula y constrúyase con 
esmero la gráfica) de wa función definida por doquier que tiene una derivada 
por doquier, salvo los puntos ; == 0, 7 =1 

5.13. Demuéstrese que la función 


10=( 37 


no tiene una derivada en el punto x 
5.14. Demuéstrese que la 


senx si x es racional, 
fm= P ional 
z z es irraciona 


tiene una derivada en el punto + 
5.15. Hállese la derivada de la función 


1094 Asensi 0, 
0 si 2=0 
y mostrar que su derivada es discontinua en el punto z — 0, 


5.16, Desarróllese la función f (2) = In (1 + x) por la fórmula de Maclav- 
rin con el término residual en la forma de Peano. 
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5.47. Desarrólleso la función f (x) = tg = por la fórmula de Maclaurin hasta 
el término con 2%, inclusivamente. 

5.18. Dosarróllese mediante la fórmula de Maclaurin-las fórmulas siguientes 
hasta el término de orden indicado, inclusivamente: 

a) f(2)=0"* hastaol término conz*; b) f(2)=e2%-*" hasta el término 
con z%; e) 1(7)=1n (cos) hasta el término con 1%; d) f()=sensenz hasta 
el término con 2. 

5.19. Con ayuda de la fórmula de Maclaurín hállese los límites: 


lgr+2senz—3x . 


lí ; 
1 
5 02 
2 lim Eds, 
E 
ft do S 
om (+27): 01 LE 
9 tt VER, 


1) lim ln (cos x+=2/2) 


O (sen —2) 


